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Introducao

Modelos generativos vs discriminativos

@ Devroye et al. (1996) [1]:
e Jargdes preferidos;
e medida p, probabilidade a posteriori n(x) = E(Y|X = x);
e um classificador g(X) : RY — {C1,Ca,...,Ck};
x um erro de classificacdo g(X) # Cx ; e
v o classificador 6timo g*(X) < g(X).

Classificador de Bayes

ey 1 m(x) > 3
g () _{ 0, caso contrario

A fungdo g* minimiza o risco L* = P(g(X) # Y).
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Introducao

Modelos Gaussianos
o LDA: X = X‘Ck ~ Np(p,k, 2); e
@ QDA: X = X’Ck ~ Np(l‘ka Ek).

Decision boundary
@ LDA (linear):

1 _
k() =x"27 py — EHZZ " + log (),

@ QDA (quadratico):

1 _ _ 1 _
ok (X) = —EXT2k1X + X2 - EH[2k1Mk + log(k).
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Introducao

Bishop (2006):
@ link: ax = ax(X) = WxX' + wgo; €

@ sigmoid:
ek exp(wkxTerko)
o(ax) = Zjea/' XY ep(wixT+w)p)
Murphy (2012) - Estimadores de maxima verossimilhanca
0 7y = %;
~ 1 .
® [ =7 Diy—k Xi5 €

3 . N
0 By = - i ymk (% — ) (Xi — k) -

- U(ak) = P(Ck’X)
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Introducao

petal (largura)

-2 -1 0 1 2 3
Sepal (largura)

Figura: LDA: Sepal vs Petal (larg.)
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Introducao

petal (largura)

Sepal (largura)

Figura: QDA: Sepal vs Petal (larg.)
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Introducao

Motivacao
Esse exemplo foi construido baseado em um estudo de simulagao
apresentado em James et al. (2013) [2].

Geramos 500 bancos de dados formados por 5 classes e inputs

trivariados sob trés cenarios, ou seja, a dimensao dos dados é

250 x 4. Os cenarios sao distinguidos por

(a) cenario I: os inputs x ~ N3(uk, I) com classes sao
razoavelmente bem separadas;

(b) cenario Il: os inputs x ~ N3(uk, Xx) com classes sao
fortemente bem separadas; e

(c) cenario Ill: os inputs x seguem distribuicdo t(g.l. = 2) com

classes sao fracamente bem separadas.
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Introducao

Tabela: Comparativo de performance entre os modelos

Taxa de erro (média)

Método Cenariol Cenarioll Cenario lll
LDA 0,095 0,043 0,368
Naive Bayes 0,096 0,049 0,358

QDA 0,096 0,039 0,376
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https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/sklearn.discriminant_analysis.LinearDiscriminantAnalysis.html
https://scikit-learn.org/stable/modules/naive_bayes.html
https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/sklearn.discriminant_analysis.QuadraticDiscriminantAnalysis.html

Algoritmo K-NN

@ Simples, mas um bom algoritmo supervisionado!

@ Classificador baseado em medida de similaridade (Classi-
ficadores LDA e QDA também podem ser baseados em si-
milaridade).

@ O método K-NN funciona bem quando classes semelhan-
tes estdo agrupadas em torno de certos sub-espagos dos
inputs.

@ No entanto, uma primeira grande desvantagem no método
€ seu possivel custo computacional.
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Algoritmo K-NN

@ Uma deducao ingénua para o classificador € predizer a
classe de uma observacao X, pela classe que é mais fre-
guentemente representada entre os K vizinhos mais préximos.

@ Em outras palavras, estimando as probabilidades posterio-
. res P(Ci|x) pelo “VOTO MAJORITARIO” das classes C; en-
* o o tre os K vizinhos.
% @ Para simplificar, daqui em diante, admitamos apenas duas
classes. Para evitar problemas de empate nos votos, tome-
mos apenas valores impares para K.
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Algoritmo K-NN

A
vy 0000

Voto Majoritario:
Voto Popular:

B
X X X X R X
Voto Majoritario: Ninguém
Voto Popular: ¢

Figura: Exemplo de votagao
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Algoritmo K-NN

@ Se K =1, o classificador atribui ao ponto de teste a classe
do vizinho mais préximo.

@ O classificador 1-NN pode ser surpreendentemente util se
o tamanho da amostra for suficientemente grande.

@ Entretanto, o classificador 1-NN pode ter um fraco desem-
penho em casos de amostras pequenas devido ao overfit-
ting.

@ Ele também tende a ter um desempenho ruim caso multi-
classes.

@ Sob certas condigdes, ha evidéncias de que os classifica-
dores 3-NN e 5-NN performam melhor que 1-NN.
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Algoritmo K-NN

Notacoes e pseudocodigo

Fixando Xo € RP, reordene (Yi,X1),(Y2,X2),...,(Yn, Xy) de
acordo com os valores crescentes de ||X; — Xp||2. A notagdo do
conjunto de dados reordenado é

(Y1) X)), (Yiz): X@)s - -+ (Yowys Xewy)-
Formalmente, o classificador K — NN é definido por

_ 1, Z/ 1WHII{Y_1}>Z/ 1W”’I{Y_O}
gn(Xo) = { 0, caso contrario

com wp = 1/k se X; € um dos K vizinhos de Xy ou w, = 0,
caso contrario.
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Algoritmo K-NN

# -*- coding: utf-8 -x*-

nun

Created on Wed Nov 16 07:48:03 2022

Qauthor: Fernando
nmnn

from sklearn.model_selection import train_test_split
from sklearn.metrics import confusion_matrix

from sklearn.datasets import make_classification
import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

- O © ® N o o b~ W N

N
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Algoritmo K-NN

>
<

= make_classification(n_samples = 100,
n_features = 2
n_informative
n_redundant =0,
n_repeated =0,
n_classes = 3,
n_clusters_per_class=1,
weights = [.3,.3,.4],
class_sep=1.8,
random_state = 3)

o~

2,

- O © o N O O A~ W N =

w N

X_train, X_test, y_train, y_test = \
train_test_split(X, Y,test_size=0.33,random_state
=42)

N
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Algoritmo K-NN
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Figura: Conjunto de treinamento
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Algoritmo K-NN

Pseudocddigo do algoritmo K-NN

Input: D, the set of k training objects, and test object z = (x,y")
Process:
Compute d(x’, x), the distance between z and every object, (x,y) € D.

Select D, C D, the set of & closest training objects to z.

Output: y' = argmax > . 1cp. 1(v =)
v

@ O pseudocodigo acima € o mais simples possivel para o
algoritmo K-NN.

@ Observe que o pseudo codigo acima nao pondera pelo peso
wpi = 1/k. Detalhe: se K puder variar com N desde que

Kn/N — 0, entdo pesos wj,; desbalanceados até podem
ser vantajosos.
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Algoritmo K-NN

Distancias

Distancia de Minkowski:
n

IXllo = > (bx1lP + PeafP + - + [xalP) /P

i=1

@ se p = 2, entdo norma euclidiana.
@ se p = 1, entdo norma de Manhattan.

Distancia de Hamming: é o numero de posicoes em que
os simbolos correspondentes sao diferentes entre duas strings
de igual comprimento. Exemplo: a = (0,1,1,1,1)T e b =
(0,1,0,1,1)7 implica que d(a, b) = 1.

Cosine similarity: cos() = %
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Algoritmo K-NN

i def euclidean(point, data):

2 return np.sqrt(np.sum((point - data)**2))
3

4 K=3 # 3 Vizinhos mais proximos

5 pred=np.array(len(y_test)*[0])

6

7 for i in range(len(y_test)):

8 d = np.zeros(X_train.shape[0])

9 for j in range(X_train.shape[0]):

10 d[j] = euclidean(X_test[i,],X_train[j,])

11 kNN=np.sort (d) [0:K]

12 loc = np.zeros(len(kNN))

13 for u in range(len(kNN)):

14 loc[ul = np.where (kNN[ul==d) [0][0]

15 unique, counts = \

16 np.unique (y_train[loc.astype (int)],

17 return_counts=True)

18 pred[i] = unique[np.where(np.max(counts)==counts)
(ol [Col]
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Algoritmo K-NN

|Python Console

Console 1/A x

In [11]: confusion_matrix(y test, pred)

array([[13, o, 1],
[ e, 8, 21,

[ 8, 8, 9]], dtype=int64)
[12]: St=np.sum{confusion_matrix(y test, pred))
Sd=np.sum(np.diag(confusion_matrix(y test, pred)))

[14]: ER=np.round{(St-Sd)/St * 100,2);ER #Taxa de erro
9.09

[151]: |




Algoritmo K-NN

Figura: Conjunto de teste
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Algoritmo K-NN

Tabela: Comparativo de performance entre os modelos

Média das taxas de erro (erro padrao)
Método Cenario | Cenario Il Cenario lll
LDA 0,095 (0,10) 0,043 (0,09) 0,368 (0,12)
Naive Bayes | 0,096 (0,10) 0,049 (0,08) 0,358 (0,11)
QDA 0,096 (0,11) 0,039 (0,08) 0,376 (0,12)
5-NN 0,095 (0,10) 0,040 (0,10) 0,126 (0,10)
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https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/sklearn.discriminant_analysis.LinearDiscriminantAnalysis.html
https://scikit-learn.org/stable/modules/naive_bayes.html
https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/sklearn.discriminant_analysis.QuadraticDiscriminantAnalysis.html
https://scikit-learn.org/stable/modules/generated/sklearn.neighbors.KNeighborsClassifier.html

Algoritmo K-NN

Consisténcia
@ O algoritmo é consistente sob certas condigdes. Para re-
querer consisténcia, € preciso verificar se limy__,., Ky/N =
0 ou X seja independente do conjunto de treino sempre
que.

Lema 5.1. Devroye (1996) pag. 63

Se X pertence ao suporte da distribuigao de X e
limy_—s00 Kn/N = 0, entao || X k) —Xo|| — 0 com probabilidade
1. Se X é iid. do conjunto de treino, entéo || X(x) — Xol| converge
para 0 com probabilidade 1 sempre que limy__,, Ky/N = 0.

Prova intuitiva em sala de aula.
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Algoritmo K-NN
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Figura: Inconsisténcia do K-NN
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Algoritmo K-NN

0.940 1

0.935 1
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Figura: limy__oo Kn/N =0
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Algoritmo K-NN

Selecao de modelo
Como devem ter notado, existem maneiras diferentes de como
podemos melhorar o desempenho preditivo do algoritmo K-NN:

@ Escolhendo o valor de K.

@ Padronizando as escalas dos inputs.

@ Escolher a medida de distancia mais apropriada.
@ Ponderagao da medida de distancia.
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Algoritmo K-NN

F 3
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Baixa varidncia
Muito viés

Alta variancia
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Figura: Trade-off com relagdo a complexidade do modelo
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Algoritmo K-NN

[ N B I L N N N

© ® N O o b~ W N = O ©

from sklearn.datasets import load_iris

from sklearn.model_selection import train_test_split

from sklearn.neighbors import KNeighborsClassifier

iris = load_iris ()

X = iris.data

y = iris.target

# Dividir o conjunto de dados em treino e teste

X_train, X_test, y_train, y_test =\
train_test_split (X, y, random_state=4)

knn = KNeighborsClassifier (n_neighbors = 5)

knn.fit(X_train, y_train)

y_pred = knn.predict(X_test)

confusion_matrix(y_test, y_pred)
St=np.sum(confusion_matrix(y_test, y_pred))
Sd=np.sum(np.diag(confusion_matrix(y_test, y_pred)))
ER=np.round ((St-Sd)/St * 100,2);ER #Taxa de erro

print ('Erro: ', np.round(l-knn.score(X_test, y_test)
,4)*x100)

# Erro: 2.63
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Algoritmo K-NN

N o o »

a A~ W N o=

from sklearn.model_selection import cross_val_score

knn = KNeighborsClassifier (n_neighbors = 5)

scores = cross_val_score(knn, X, y, cv=5, scoring='
accuracy')

print (1-scores)

# [0.03333333 0. 0.06666667 0.03333333 0. ]

print (1-scores.mean())

# 0.026666666666

k_range = range(1l, 31)
k_scores = []
for k in k_range:
knn = KNeighborsClassifier (n_neighbors=k)
scores = cross_val_score(knn, X, y, cv=5, scoring=
"accuracy')
k_scores.append(scores.mean())
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Algoritmo K-NN
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Figura: Selecionando K via VC
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Algoritmo K-NN

@ Ao dividir o conjunto de dados em treino e teste, temos
garantido que estes seguem iid.

@ Queremos que o classificador seja correlacionado e inde-
pendente a Yieste cOndicionado a Xieste-

@ Pelo método CV, selecionamos o K que minimiza a taxa de
error de classificagao.

@ Nem sempre utilizar o método CV sera Uutil.
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Algoritmo K-NN

Desvantagens

Apesar de ser relativamente facil de implementar e interpretar,
o algoritmo pode ter

@ problemas com dados em alta dimensao;
@ um custo computacional consideravel; e

@ nem sempre € uma tarefa trivial escolher a distancia mais
apropriada ao conjunto de dados.

Entretanto,

@ uso de estrutura de dados como KD-trees € Ball-trees
podem tornar o K-NN substancialmente mais eficiente; e

@ comparado a outros algoritmos de aprendizado, o método
K-NN possui 2 hiperparametros.
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