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Motivacdo

Motivacao

@ Suponha que estamos interessados em estudar a relacdo entre os
resultados de um teste de capacidade intelectual (o resultado do teste
sdo varios scores para diferentes atributos) e as medidas fisicas de um
grupo de individuos.

© Uma empresa de venda de autos estd interessada em estudar a relacdo
entre Preco e Valor do auto com as varidveis Economia, Servico,
Desing, Carro esportivo, Seguranca e Facilidade para dirigir,
respectivamente.
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Motivacdo

Motivacao

@ Suponha que estamos interessados em estudar a relacdo entre os
resultados de um teste de capacidade intelectual (o resultado do teste
sdo varios scores para diferentes atributos) e as medidas fisicas de um
grupo de individuos.

© Uma empresa de venda de autos estd interessada em estudar a relacdo
entre Preco e Valor do auto com as varidveis Economia, Servico,
Desing, Carro esportivo, Seguranca e Facilidade para dirigir,
respectivamente.

Como faria as analises?
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Introdu¢do

Introducao

@ Em anidlise de regressdo multipla temos um conjunto de covariaveis x e
uma Unica variavel resposta y. A solucao implica em encontrar a tal
que a’x tenha a maior correlacio possivel com y.
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Introdu¢do

Introducao

@ Em anidlise de regressdo multipla temos um conjunto de covariaveis x e
uma Unica variavel resposta y. A solucao implica em encontrar a tal
que a’x tenha a maior correlacio possivel com y.

@ Suponha agora que y n3o é mais de dimens3o p = 1, mas de dimensdo
p> 1

@ Aniélise de correlacdo canonica implica encontrar vetores a e b tal que
n = a'x e = b’y tenham a maior correlacdo possivel.
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Anilise de Correlacdo Canénica

Analise de Correlacdo Candnica

Proposto por Hotelling (1935, 1936), tem como objetivo o estudo das
relagdes lineares existentes entre dois conjuntos de variaveis (x e y).
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Anilise de Correlacdo Canénica

Analise de Correlacdo Candnica

Proposto por Hotelling (1935, 1936), tem como objetivo o estudo das
relagdes lineares existentes entre dois conjuntos de variaveis (x e y).

@ As combinacdes lineares ( = a’x e ¢ = b'y) sdo chamadas variaveis
canodnicas.

@ A correlacdo entre = a’x e ¢ = b’y é chamada de correlacio
candnica e mede o grau de associacdo entre os dois conjuntos de
variaveis.
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Analise de Correlacdo Candnica

Sejam X € R9 e Y € RP dois vetores aleatorios tais que:

(3)=(00) (2 &)
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Analise de Correlacdo Candnica

Sejam X € R9 e Y € RP dois vetores aleatorios tais que:

(3)=(00) (2 &)

Sejam os vetores a e b tais que n = a’X e ¢ = b'Y.
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Anilise de Correlacdo Canénica

Analise de Correlacdo Candnica

Sejam X € R9 e Y € RP dois vetores aleatorios tais que:

X\ [~ Txx Zxy
Y 1% ’ ZYX Zyy
Sejam os vetores a e b tais que n = a’X e ¢ = b'Y.

Cov(a’X, bIY) a/ZXyb

= Cor(n, p) = =
p or(n, ¢) \/m\/V(b'Y) Va'Zxxa x b'Tyyb
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Anilise de Correlacdo Canénica

Analise de Correlacdo Candnica

Dado que Cor(n, ¢) = Cor(cn, d¢), para c,d € R (a correlacdo n3o
depende da escala), maximizar Cor(n, ¢) é equivalente a maximizar

a'nyb,

sujeito as restricoes

o a’ZXXa =1
e b'Yyyb=1
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Anilise de Correlacdo Canénica

Analise de Correlacdo Candnica

Dado que Cor(n, ¢) = Cor(cn, d¢), para c,d € R (a correlacdo n3o
depende da escala), maximizar Cor(n, ¢) é equivalente a maximizar

a'nyb,

sujeito as restricoes

o a’ZXXa =1
e b'Yyyb=1

Ent3o, interessados no seguinte problema de optimizacdo

Max: a'Txyb — g(a’Zxxa 1) - %(b/Zyyb ~1) (1)
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Analise de Correlacdo Candnica

pY
Max: a'Exyb - 5(a'Txxa—1) - g(b’zyyb —1)

Derivando w.r.t a e b temos que:

oM oM
a = nyb - AZan, % = ZIXY a— ’}’Zyyb

>yx
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Analise de Correlacdo Candnica

pY
Max: a'Exyb - 5(a'Txxa—1) - g(b’zyyb —1)

Derivando w.r.t a e b temos que:

oM oM
a = nyb - AZan, % = ZIXY a— ’}’Zyyb

>yx

Igualando a zero:

szb = )\Zxxa e Zyxa = ’yZyyb (2)
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Anilise de Correlacdo Canénica

Analise de Correlacdo Candnica

pY
Max: a'Exyb - 5(a'Txxa—1) - %(bIZ)/yb —1)

Derivando w.r.t a e b temos que:

oM oM
g = nyb - AZan, % = ZIXY a— ’}’Zyyb

>yx

Igualando a zero:

szb = )\Zxxa e Zyxa = ’yZyyb (2)

remultiplicarm rimeir uaca r un r b’, temos:
Se premultiplicarmos a eira equacdo por a’ e a segunda por b’, temos
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Anilise de Correlacdo Canénica

Analise de Correlacdo Candnica

aIZXyb = )\aIZan =)\ e b/Zyxa = ’yb/Zyyb =7
~—— ——
1 1
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Anilise de Correlacdo Canénica

Analise de Correlacdo Candnica

aIZXyb = )\aIZan =)\ e b/Zyxa = ’yb/Zyyb =7
~—— ——
1 1

Note que A = a/ZXyb = (a/ZXyb), = b’Z’XYa = b,Zyxa =".
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Analise de Correlacdo Candnica

aIZXyb = )\aIZan =)\ e b/Zyxa = ’yb/Zyyb =7
1 1
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nyb = )\Zxxa e Zyxa = )\Zyyb (3)
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Anilise de Correlacdo Canénica

Analise de Correlacdo Candnica

aIZXyb = )\aIZan =)\ e b/Zyxa = ’yb/Zyyb =7
~—— ——
1 1

Note que A = a/ZXyb = (a/ZXyb), =b ’XYa = b,Zyxa =".

Ent3o, de (2), temos que

nyb = )\Zxxa e Zyxa = )\Zyyb (3)

Colocando b em evidéncia na segunda equacdo e substituindo na primeira:

b=\1X,1Tyxa e XxyA I iTyxa=AIxxa.

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)



Anilise de Correlacdo Canénica

Analise de Correlacdo Candnica

aIZXyb = )\a,Zan =)\ e b/Zyxa = ’yb/Zyyb =7
~—— ——
1 1

Note que A = a/ZXyb = (a/ZXyb), =b ’XYa = b,Zyxa =".

Ent3o, de (2), temos que

szb = )\Zxxa e Zyxa = )\Zyyb (3)

Colocando b em evidéncia na segunda equacdo e substituindo na primeira:
b=A1Z,yTyxa e Ixy\ I i Tyxa=\Exxa.
Ent3o

b=A1E,1Yyxa e I IxyI,vXyxa=\a.
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Anilise de Correlacdo Canénica

Analise de Correlacdo Candnica

a é o autovetor associado ao autovalor A2 da matriz Z)_Ol(ZXyZ;%,ZYX!

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)



Anilise de Correlacdo Canénica

Analise de Correlacdo Candnica

a é o autovetor associado ao autovalor A2 da matriz Z)_Ol(ZXyZ;%,ZYX!

De forma semelhante, obtemos que b é o autovetor associado ao autovalor
A2 da matriz Ty ZyxEyxxZxy (Provar!)
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Anilise de Correlacdo Canénica

Analise de Correlacdo Candnica

a é o autovetor associado ao autovalor A2 da matriz Z)_Ol(ZXyZ;%,ZYX!

De forma semelhante, obtemos que b é o autovetor associado ao autovalor
A2 da matriz Ty ZyxEyxxZxy (Provar!)

Por outro lado, se quisermos minimizar (3) para obter a maxima correlagdo
negativa teriamos chegado o mesmo sistema.
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Anilise de Correlacdo Canénica

Analise de Correlacdo Candnica

a é o autovetor associado ao autovalor A2 da matriz Z)_Ol(szZ;\l/Zyx!

De forma semelhante, obtemos que b é o autovetor associado ao autovalor
A2 da matriz Ty ZyxEyxxZxy (Provar!)

Por outro lado, se quisermos minimizar (3) para obter a maxima correlagdo
negativa teriamos chegado o mesmo sistema.

Como o que nos interessa é a magnitude e n3o o sinal da correlac3o,
queremos a e b tal que a correlacdo entre as varidveis candnicas seja
méxima (em valor absoluto) ou, equivalentemente, tal que a correlacdo ao
quadrado entre as varidveis canonicas seja maxima.
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Anilise de Correlacdo Canénica

Analise de Correlacdo Candnica

Note que p? = A2 = 7%, ou seja, para maximizar a correlacdo ao quadrdo
entre as variaveis canonicas, os vetores a e b devem ser os autovetores
associados ao maior autovalor de Z)_Ol(ZXyZ;,l,ZYX e Z;%/ZYXZ)_&ZXy,
respectivamente.
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Anilise de Correlacdo Canénica

Analise de Correlacdo Candnica

Algoritmo

@ Identificar as matrices X xx, Xyy € Lxy.
@ Calcular A =T} T xy X i Tyx e B =T 0L Yy 5 T xy
© Fazer a decomposicdo espectral Aa = A\%a e Bb = \°b
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Anilise de Correlacdo Canénica

Analise de Correlacdo Candnica

Algoritmo

@ Identificar as matrices X xx, Xyy € Lxy.
@ Calcular A =T} T xy X i Tyx e B =T 0L Yy 5 T xy
© Fazer a decomposicdo espectral Aa = A\%a e Bb = \°b

Note que de (3) temos que:
a=Y, TxybA\™! e b=1X T\ a\"!

Obtendo a (b) teremos b (a). S6 precisamos obter os autovetores de uma
das matrizes (A ou B).
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Anilise de Correlacdo Canénica

Analise de Correlacdo Candnica

Observacao:

@ E possivel que, uma vez encontrados a e b, ndo exista mais relacao
entre ambos os conjuntos de dados. Neste caso dizemos que toda a
relacdo entre ambos os conjuntos se resume em uma dimens3o.
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Anilise de Correlacdo Canénica

Analise de Correlacdo Candnica

Observacao:

@ E possivel que, uma vez encontrados a e b, ndo exista mais relacao
entre ambos os conjuntos de dados. Neste caso dizemos que toda a
relacdo entre ambos os conjuntos se resume em uma dimens3o.

@ Para verificar isto, podemos calcular as 2r combinacdes lineares
(r = min{p, q}), extraindo os r autovetores associados aos r maiores
autovalores de A e B.
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Propriedades

Propriedades

o
2]
o
o
o
o

Os autovalores de A e B s3o reais e ndo negativos.

a;X e a’X sdo n3o correlacionadas.

biY e b’Y s3o ndo correlacionadas.

alXe bj—Y sdo ndo correlacionadas.

Se a/X é uma variavel candnica, também é —a;X

As correlacdes canénias \? s3o o quadrado do coeficiente de correlacio
entre a;X e b}Y

Carlos Trucios (IMEC



Propriedades

Propriedades: P1

As matrizes R71Q e R_1/2QR_1/2 tem os mesmos autovalores.
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Propriedades

Propriedades: P1

As matrizes R71Q e R_1/2QR_1/2 tem os mesmos autovalores. l

Demostracao:
e R!Qa=)a
o R/?R71Qa = A\R'/?a
o R™1/2QR1/?2RY/2a = \R'2a
° R—l/ZQR—l/Z a* Y a*
—

N
R1/2a R1/2a
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Propriedades

Propriedades: P1

As matrizes R71Q e R_1/2QR_1/2 tem os mesmos autovalores.

Demostracao:
e R!Qa=)a
o R/?R71Qa = A\R'/?a
o R™1/2QR1/?2RY/2a = \R'2a
° R—l/ZQR—l/Z a* Y a*
—

N
R1/2a R1/2a

RIQe R_1/2QR_1/2 tem os mesmos autovalores. Note que se a é o
autovetor de R71Q, ent3o R!/2a ¢ o autovetor de R"/2QR1/2,
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Propriedades

Propriedades: P1

o Se fizermos R=YXxx e Q = nyz;\l,Zyx, temos que
RTQ =T, ZxyZyyZyx e RTV2QR7Y/2 =

A
T Py T Ty T 2 = T Ay Ty 2 T A yx T3 2 tem

H H’

0s mesmo autovalores.
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Propriedades

Propriedades: P1

o Se fizermos R=YXxx e Q = nyz;\l,Zyx, temos que
RTQ =T, ZxyZyyZyx e RTV2QR7Y/2 =

A
T Py T Ty T 2 = T Ay Ty 2 T A yx T3 2 tem

H H’

0s mesmo autovalores.

@ Sefizemos R=Yyy e Q = ZYXZ)_&ZX\/, temos que
RIQ=2,1TyxTtIxy e RTY/2QR™Y2 =

V2 Yy S 2 T P xy Y2 tem os

H’ H

21/2zyxzxxzxyz

mesmos autovalores
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Propriedades

Propriedades: P1

@ A tem os mesmo autovalores do que HH' e B tem os mesmos
autovalores do que H'H.
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Propriedades

Propriedades: P1

@ A tem os mesmo autovalores do que HH' e B tem os mesmos
autovalores do que H'H.

@ Como HH’ e H'H s3o simétricas e semidefinidas positivas, os
autovalores s3o reais e ndo negativos (Propriedade)
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Propriedades

Propriedades: P2

@ Sejam aj e ap autovetores de A (associados a diferentes autovalores,
digamos A1 e \2).
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Propriedades

Propriedades: P2

@ Sejam aj e ap autovetores de A (associados a diferentes autovalores,
digamos A1 e \2).

e Ent3o os correspondes autovetores de HH' (associados aos mesmos A1
- . 1/2 1/2
e Ap) sdo, respectivamente ZX/Xal e ZX/Xag (ver Lema)
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Propriedades

Propriedades: P2

@ Sejam aj e ap autovetores de A (associados a diferentes autovalores,
digamos A1 e \2).
e Ent3o os correspondes autovetores de HH' (associados aos mesmos A1
- . 1/2 1/2
e Ap) sdo, respectivamente ZX/Xal e ZX/Xag (ver Lema)

P 5 §1/2 12 .
@ Como HH' é simétrica, entdo X yya; e X yya> sdo ortogonais, o que

implica que (ZX/Xal) X/Xaz =ajYxxa, =0
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Propriedades

Propriedades: P2

@ Sejam aj e ap autovetores de A (associados a diferentes autovalores,
digamos A1 e \2).

e Ent3o os correspondes autovetores de HH' (associados aos mesmos A1
~ . 1/2 1/2
e Ap) sdo, respectivamente ZX/Xal e ZX/Xag (ver Lema)
P ~ <1/2 12 .
@ Como HH' é simétrica, entdo X yya; e X yya> sdo ortogonais, o que

implica que (ZX/Xal) X/Xaz =ajYxxa, =0

e Entdo, Cov(a}X,a5X) = ajXxxax = 0 (as varidveis candnicas sdo ndo
correlacionadas).
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Propriedades

Propriedades: P4

COV(allx, b/2Y) = a’l ZXYb2 = )\a’lzxxag =0
AL xxa (ver (2)) 0
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Implementacdo

Implementacao

@ Calcular as versdes amostrais de A e B dadas por
A= s;ol(S)(yS;\l/Syx eB= S;%/Syxs;(iSXy

e Decompor a matriz de menor dimens3o, digamos A.

@ Seja a o vetor préprio associado a A2 (S;}SXyS;\l/Syxa = \a).
Ent3o o vetor préprio associado a A2 mas obtido com a decomposicio
de B ser4 S;%/Syxa (S;%/Syxs)_ol(SXys;\l/Syxa =\2 S;,l,Syxa)

————

b
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Implementacdo

Implementacao

@ Calcular as versdes amostrais de A e B dadas por
A= s;ol(S)(yS;\l/Syx eB= S;%/Syxs;(iSXy

e Decompor a matriz de menor dimens3o, digamos A.

@ Seja a o vetor préprio associado a A2 (S;}SXyS;\l/Syxa = \a).
Ent3o o vetor préprio associado a A2 mas obtido com a decomposicio
de B ser4 S;%/Syxa (S;%/Syxs)_ol(SXys;\l/Syxa =\2 S;,l,Syxa)

————

b

Mas, peray. ..
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Implementacdo

Implementacao

Lembrete: Definicdo SVD

Qualquer matriz M, de posto r pode ser decomposta como:

M = UDV!,

em que Upmx,, Vaxr € Drxr = Diag{v/A1, -+ ,V/Ar}. A1,--+, A\, s30 0s
autovalores (em ordem decrescente) de MM'.
@ Os elementos Dj; sdo chamdos de valores singulares da matriz M.
@ As colunas de U sdo os r autovetores (normalizados) associados a
MM’
@ As colunas de V s&o os r autovetores (normalizados) associados a
M'M. )
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Implementacdo

Implementacao

Seja M = Z;;/ZZXyZ;;/Z, entdo:
o MM’ = Z;}(QZXYZ;%,ZyxZ)_ol(Q

o M'M = 5,125 \u S Ly xy 00/
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Implementacdo

Implementacao

Seja M = Z;;/ZZXyZ;;/Z, entdo:

-1/2 _ -1/2
o MM’ =512y T LT yx 55
~1/2 _ ~1/2
o M'M = 5,125 xS Ly sy S0V
Pelo Lema 1, as matrizes R"1Q e R"/2QR /2 tem os mesmos
autovalores, com respectivos autovalores ¢ e R/2g.

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)



Implementacdo

Implementacao

Seja M = Z;;/ZZXyZ;;/Z, entdo:
o MM’ =51/ sy T LS yx 530
—1/2

g — s—1/2 -1 /

o MM =% VY yx T yxXxyXyy

Pelo Lema 1, as matrizes R"1Q e R"Y/2QR /2 tem os mesmos
autovalores, com respectivos autovalores ¢ e R/2g.

@ Se fizemos R=YXxx e Q = nyz;%,Zyx, os autovetores de MM’

s3o da forma R2a em que a s3o os autovetores de
- -1 -1
RIQ =, IxyXyyZyx = A.
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Implementacdo

Implementacao

Seja M = Z;;/ZZXyZ;;/Z, entdo:
o MM’ =51/ sy T LS yx 530
—1/2

g — s—1/2 -1 /

o MM =% VY yx T yxXxyXyy

Pelo Lema 1, as matrizes R"1Q e R"Y/2QR /2 tem os mesmos
autovalores, com respectivos autovalores ¢ e R/2g.

@ Se fizemos R=YXxx e Q = nyz;%,Zyx, os autovetores de MM’
s3o da forma R2a em que a s3o os autovetores de
RIQ =, IxyXyyZyx = A.

o Se fizermos R = Lyy e Q = LyxTyx Y xy, 0s autovetores de M'M

s3o da forma RY/?b em que b sdo os autovetores de
RIQ =X,y ZyxXyxZxy = B.
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Implementacdo

Implementacao

Algoritmo Il

@ Defina M = SX1/2$ XSyy 12
e Aplique a decomposicio SVD (M =UDV')

oFacaa,—SX/ uieb; =S,
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Implementacdo

Implementacao

library(expm)

cc_me731 = function(x, y) {
S_xx <- cov(x)
S_yy <- cov(y)
S_xy <- cov(x, y)
M <- sqrtm(solve(S_xx)) %*% S_xy %*) sqrtm(solve(S_yy))
decomposicao_svd <- svd(M)
a <- sqrtm(solve(S_xx)) %*’ decomposicao_svd$u
b <- sqrtm(solve(S_yy)) %*% decomposicao_svd$v
lambda <- decomposicao_svd$d
return(list(a, b, lambda))

}

Como exemplo, utilizaremos o data set disponivel aqui
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https://raw.githubusercontent.com/ctruciosm/MVA/master/QID-2086-MVAcancarm/carmean2.dat

Implementacdo

Implementacao

library(dplyr)
dados <- read.table("https://raw.githubusercontent.com/ctruciosm,
colnames(dados) <- c("name", "economy",

"service", "value",
"price", "design",
"sporty", "safety",
"handling")
X <- dados %>% dplyr::select(price, value)
Y <- dados %> dplyr::select(-price, -value, -name)
cor_canonica_na_mao <- cc_me731(X, Y)
cc_results <- cancor(X,Y)
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Implementacdo

Implementacao

# Autovalores
cc_results$cor # Pacote stats

## [1] 0.9791972 0.8851224

cor_canonica_na_mao[[3]] # Nossa implementacao

## [1] 0.9791972 0.8851224
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# Autovetores
round(cc_results$xcoef, 3) # Pacote stats

i [,1] [,2]
## price 0.071 -0.342
## value -0.125 -0.360

round(cor_canonica_na_mao[[1]], 3) # Nossa implementacao
#it (11 [,2]

## [1,] -0.333 1.602
## [2,] 0.587 1.686
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# Autovetores
round(cc_results$ycoef, 3) # Pacote stats

## .11 [,21 [,31 [,4] [,8] [,6]
## economy 0.092 -0.121 -0.255 -0.008 -0.037 0.340
## service -0.041 -0.116 0.294 0.007 -0.730 0.329
## design -0.001 0.003 -0.478 -0.516 -0.009 -0.051
## sporty -0.098 0.020 0.014 0.439 -0.027 -0.256
## safety -0.047 0.003 0.006 -0.006 0.549 0.208
## handling -0.080 -0.195 -0.007 0.004 -0.016 -0.811
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# Autovetores
round(cor_canonica_na_maol[[2]], 3) # Nossa implementacao

## [,1] [,2]
## [1,] -0.433 0.568
# [2,] 0.191 0.544
# [3,] 0.005 -0.012
## [4,] 0.458 -0.096
## [5,] 0.223 -0.014
## [6,] 0.376 0.915
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@ Nossa implementacdo e do pacote stats sdo diferentes. E agora?
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@ Nossa implementacdo e do pacote stats sdo diferentes. E agora?

@ Na pratica vocé pode enfrentar problemas como este, o que deveria
fazer?
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@ Nossa implementacdo e do pacote stats sdo diferentes. E agora?

@ Na pratica vocé pode enfrentar problemas como este, o que deveria
fazer?

@ Na préxima aula continuaremos utilizando ambas implementacGes para
descobrir o que esta acontecendo. Tente descobrir por si préprio o que
estd acontecendo!

Carlos Trucios (IMEC
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