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Introdu¢do

Introducao

@ Até agora vimos ACP e AF, que lidam apenas com variaveis
quantitativas.

@ E se o interesse estiver em variaveis qualitativas?

@ Na aula de hoje apresentaremos Analise de Correspondéncia, uma
técnica multivariada que nos permite lidar com variaveis categoéricas.

@ Para muitos, anéalise de correspondéncia é uma caixa preta.
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Motivacdo

Motivacao

Existe associacdo entre as variaveis?

Tabela 1: Exemplo 1

sex Adelie Chinstrap Gentoo
female 73 34 58
male 73 34 61
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Motivacdo

Motivacao

Existe associacdo entre as variaveis?

Tabela 1: Exemplo 1

sex Adelie Chinstrap Gentoo
female 73 34 58
male 73 34 61

##

## Pearson's Chi-squared test

##

## data:

## X-squared = 0.048607, df = 2, p-value = 0.976
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Motivacdo
Motivacao

Existe associacdo entre as variaveis?

Tabela 2: Exemplo 2

Profession Single Married Widower Divorcee Remarried
Unskilled worker 242 347 108 72 23
Manual labourer 242 660 84 104 71
Technician 109 218 10 44 20
Foreman 144 424 61 70 36
Management 215 623 58 92 64
Employee 603 1247 263 312 127
Other 54 112 17 18 11
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Motivacdo

Motivacao

hobbies %>%
drop_na() %>%
select("Marital status™, Profession) %>%
table() %>%
chisq.test()

##

## Pearson's Chi-squared test
##

## data:

## X-squared = 158.01, df = 24, p-value < 2.2e-16
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Motivacao

@ Qual categoria da varidvel Marital status estd associada com qual
categoria da varidvel Profession?
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Motivacao

@ Qual categoria da varidvel Marital status estd associada com qual
categoria da varidvel Profession?

@ E se a Tabela de continguéncia tivesse mais do que apenas duas
entradas? (4 x 3 x 5, por exemplo?)
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Motivacdo

Motivacao

@ Qual categoria da varidvel Marital status estd associada com qual
categoria da varidvel Profession?

@ E se a Tabela de continguéncia tivesse mais do que apenas duas
entradas? (4 x 3 x 5, por exemplo?)

Nesses casos utilizamos anélise de correspondéncial.
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Motivacao

O principal objetivo da Anélise de Correpondéncia é obter indices que
permitam mostrar a relacdo entre as categorias das linhas e colunas de uma
tabela de contingéncia.
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Motivacdo

Motivacao

O principal objetivo da Anélise de Correpondéncia é obter indices que
permitam mostrar a relacdo entre as categorias das linhas e colunas de uma
tabela de contingéncia.

@ Isto é feito de uma forma semelhante ao estudado em ACP.

o Contudo, desta vez, a decomposicio sera feita sob uma medida de
associacdo (geralmente o valor x? utilizado no teste de independéncia).
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Analise de Correspondéncia

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)



Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Seja njj o ndmero de elementos que pertencem a categoria i da variavel 1 e
a categoria j da variavel 2. Entdo,

Varidvel 2
Cat1 Cat2 Cat3 .- Catgq | Total
Catl ni1 nio nis cee Nig ni.
. Cat 2 n n n e n n
Variavel 1 2 2 2 2q 2
Catp np1 Np2 np3 Npgq Np.
Total ni no ns ng ‘ n_ =n
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

A forma tradicional de avaliar se existe alguma relacdo entre ambas as
variaveis é através do teste de independéncia cuja estatistica de teste é
dada por

nin.
em que Ej; = J
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

A forma tradicional de avaliar se existe alguma relacdo entre ambas as
variaveis é através do teste de independéncia cuja estatistica de teste é
dada por

nin.
em que Ej; = S
n.

Obs: Ej; é o nlimero de casos esperados sob Hp, se ndo existir associacdo entre as
varidveis, as frequéncias observadas (n;) e as esperadas (E;;) estardo proximas.
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Alternativamente, se utilizarmos frequéncia relativas (f; = n;j/n):

Variavel 2
Catl Cat2 Cat3 --- Catg ‘ Total
Cat1l fi1 fi2 fi3 EE fig f1.
Variavel 1 _Cat 2 P hs - hq b
Catp fpl fp2 fp3 cee qu fp.
Total f1 f2 fa - fq |f.=1
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Andlise de Correspondéncia

E se tivermos uma forma de fazer uma decomposicdo dessa estatistica de
teste?
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

E se tivermos uma forma de fazer uma decomposicdo dessa estatistica de
teste? AC farda uma decomposicdo dessa estatistica de teste.
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Andlise de Correspondéncia

ni — Es } o _
Y_Y ent3o faremos uma decomposicio SVD da matriz

VE;

Seja ¢j =

Ci1 G2 -+ Cig

Q1 2 - Cq
C=

Cp1 Cp2 -+ Cpq
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

ni — Es } o _
Y_Y ent3o faremos uma decomposicio SVD da matriz

VE;

Seja ¢j =

Ci1 G2 -+ Cig

Q1 2 - Cq
C=

Cp1 Cp2 -+ Cpq

Note que, se n3o existir associacdo entre as variaveis, as frequéncias observadas
(nj;) estardo perto das esperadas (Ej) e, consequentemente, ¢;; sera pequeno.
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Definicdo SVD

Qualquer matriz M,,,», de posto r pode ser decomposta como:

M = UDV?,

em que Unxr, Vinxr € Dexr = Diag{\/)\_, T 7\/>‘_r} A1, , Ar 530 0S
autovalores (em ordem decrescente) de MM'.
@ Os elementos Dj; sdo chamdos de valores singulares da matriz M.
@ As colunas de U s3o os r autovetores (normalizados) associados a
MM’
@ As colunas de V sdo os r autovetores (normalizados) associados a
M'M.

Esta decomposicdo é chamada de SVD (Singular Value Decomposition).
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Seja r = rank(Cpxq), entdo pela SVD:

Y1 M1 VA1
C=rAA' =+ .
Yp1  Vpr
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Seja r = rank(Cpxq), entdo pela SVD:

M1t M VA1 011 - dq1
C=TAA = : . : : :
Yp1 " Vpr \/)Tr olr --- 5qr
Ent3o,

ci = > VAvikjk (1)
k=1
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Entdo, utilizando a definicdo de traco de uma matriz temos que:

P q P q

Z/\k—Tr (CC) ZZC,? ZZ(HU i) :X2

k=1 i=1 j=1 i=1j=1
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Entdo, utilizando a definicdo de traco de uma matriz temos que:

P q

SN 2 (”U_Eij)2 2
ZA[(—TI’CC :ZZC’J Z T:X

k=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Aplicar SVD em C decompoe a estatistica de teste y2.
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Por outro lado, as projecdes das linhas e colunas de C nos hiperplanos com
vetor direcao dados pelas colunas de U e V s3o dadas por

C'yk e Cl5k.
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Por outro lado, as projecdes das linhas e colunas de C nos hiperplanos com
vetor direcao dados pelas colunas de U e V s3o dadas por

C’yk e C/5k.

Existe um Teorema que nos ajudara a relacionar ambas as projecGes

Teorema: RelacGes de Dualidade

Seja r o posto de M. Para k < r, os autovalores A\, de M'M e MM’ s3o
0s mesmos e 0s autovetores uy e vk tem a seguinte relacdo

UkZ—M/Vk € VkI—Muk.
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Para k=1,--- ,r, pelo Teorema de relacdes de dualidade,
1, 1
Y =—7=Cd e 0x=—=Cy
V Ak V Ak
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Para k=1,--- ,r, pelo Teorema de relacdes de dualidade,
1, 1
Y =—7=Cd e 0x=—=Cy
V Ak V Ak

Ent3o, as projecdes
C"}/k e C,(5k

podem (utilizando o Teorema de relacdes de dualidade) ser escritas como

Cyk =V Akdk e C,(Sk = )\k’)/k (2)
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Agora suponha que A; é muito maior do que os outros autovalores, entdo

i = > VAvidix ~ VAvndi
k=1
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Agora suponha que A; é muito maior do que os outros autovalores, entdo

i = > VAvidix ~ VAvndi
k=1

@ Se 71 e dj1 tiverem o mesmo sinal e forem grandes, entdo c;; também
serd grande e positivo, indicando uma associacdo positiva entre a
i-éssima linha e j-éssima coluna da Tabela de contingéncia.

@ Se 71 e dj1 tiverem diferente sinal e forem grandes, entdo ¢;; também
serd grande e negativo, indicando uma associacdo negativa entre a
i-éssima linha e j-éssima coluna da Tabela de contingéncia.
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Na maioria dos casos, A1 e Ay sdo suficientes para obtermos uma boa
aproximacao para ¢j

@ Assim, (2) e os autovetores (v1,72) podem ser utilizados para obter
uma boa representacdo grafica das linhas da Tabela de contigéncia.

e Equivalentemente, (2) e os autovetores (d1,d2) podem ser utilizados
para obter uma boa representacdo grafica das colunas da Tabela de
contigéncia.
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Na maioria dos casos, A1 e Ay sdo suficientes para obtermos uma boa
aproximacao para ¢j

@ Assim, (2) e os autovetores (v1,72) podem ser utilizados para obter
uma boa representacdo grafica das linhas da Tabela de contigéncia.

e Equivalentemente, (2) e os autovetores (d1,d2) podem ser utilizados
para obter uma boa representacdo grafica das colunas da Tabela de
contigéncia.

A proximidade dos pontos representando as linhas e colunas devem ser
interpretados como categorias relacionadas entre si.
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Em analise de correspondéncia projetamos as linhas e colunas de C mas
ponderadas. Assim, se fizermos

ni. O 0 ni O 0

0 no 0 0 no» 0
A= i e B=

0 0 np. 0 0 Nq
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Em analise de correspondéncia projetamos as linhas e colunas de C mas
ponderadas. Assim, se fizermos

m 0 0 ni 0

0 no 0 0 no» 0
A= i e B=

0 0 np. 0 0 Nq

As projecdes serdo:

ne=A"12Co = VAA Y2y e s =B Y2Cy, = VAB Y%,
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Andlise de Correspondéncia

CA factor map
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

O que, de fato, estamos fazendo ao projetar A-1/2C e B 1/2C?
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Andlise de Correspondéncia

O que, de fato, estamos fazendo ao projetar A-1/2C e B 1/2C?

@ Estamos interessados em representar as frequéncias relativas por linhas
(colunas) em um espaco de dimens3o pequena que permita apreciar as
distancias relativas entre os pontos (linhas/colunas).
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

O que, de fato, estamos fazendo ao projetar A-1/2C e B 1/2C?

@ Estamos interessados em representar as frequéncias relativas por linhas
(colunas) em um espaco de dimens3o pequena que permita apreciar as
distancias relativas entre os pontos (linhas/colunas).

@ A frequenca relativa de cada linha(coluna) é diferente. Ou seja, as
linhas (colunas) n3o tem o mesmo peso, pois algumas contém mais
dados do que outras. Quando representarmos cada uma das linhas
(colunas) devemos levar isto em considerac3o.
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

O que, de fato, estamos fazendo ao projetar A-1/2C e B 1/2C?

@ Estamos interessados em representar as frequéncias relativas por linhas
(colunas) em um espaco de dimens3o pequena que permita apreciar as
distancias relativas entre os pontos (linhas/colunas).

@ A frequenca relativa de cada linha(coluna) é diferente. Ou seja, as
linhas (colunas) n3o tem o mesmo peso, pois algumas contém mais
dados do que outras. Quando representarmos cada uma das linhas
(colunas) devemos levar isto em considerac3o.

@ Para saber qudo préximas sdo as linhas (colunas), precisamos de uma
medida de distancia entre elas.
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Pense na seguinta Tabela de frequéncias relativas

#i# A B C D
## Zona A 0.03 0.06 0.15 0.06
## Zona B 0.07 0.14 0.35 0.14
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Andlise de Correspondéncia

Pense na seguinta Tabela de frequéncias relativas

## A B C D
## Zona A 0.03 0.06 0.15 0.06
## Zona B 0.07 0.14 0.35 0.14

Se calcularmos a distancia euclideana entre ambas as linhas, parecerd que
as frequéncias relativas sdo muito distintas. Contudo, basta condicionarmos
por linha para perceber que as frequéncias n3o sdo distintas.
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Andlise de Correspondéncia

Pense na seguinta Tabela de frequéncias relativas

## A B C D
## Zona A 0.03 0.06 0.15 0.06
## Zona B 0.07 0.14 0.35 0.14

Se calcularmos a distancia euclideana entre ambas as linhas, parecerd que
as frequéncias relativas sdo muito distintas. Contudo, basta condicionarmos
por linha para perceber que as frequéncias n3o sdo distintas.

## A B C
## Zona A 0.1 0.2 0.5

D
2
## Zona B 0.1 0.2 0.5 2

0.
0.
Ou seja, em lugar de olhar para a matriz de frequéncias relativas F,
podemos olhar para R = D7 *F (D¢ = Diag{fi.,", f,.}).
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Mas isso n3o é suficiente para podermos comparar as linhas
apropriadamente. Pense no seguinte caso:
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Mas isso n3o é suficiente para podermos comparar as linhas
apropriadamente. Pense no seguinte caso:

## Loiro Ruivo Marrom C Marrom 0 Preto
## Verdes 0.435 0.073 0.369 0.119 0.0030
## Azuis 0.454 0.053 0.336 0.153 0.0040
## Marrons 0.193 0.047 0.512 0.232 0.0150
## Preto 0.075 0.037 0.307 0.518 0.0065

Os loiros tem uma diferenca entre cor de olhos azul e verdes de
0.454 — 0.435 = 0.019. Por outro lado, pessoas de cabelo preto tem ma
diferenca entre cor de olhos Marrons e Azuis de 0.015 — 0.004 = 0.011.

A simples vista, diriamos que diferenca do primeiro é maior do que do
segundo. Contudo, no segundo caso 0.015 é ~ 4x 0.004.
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Precisamos levar em consideracdo a frequéncia relativa da categoria que

estudamos.

@ Em categorias raras, pequenas diferencas absolutas podem ser grandes

diferencas relativas.
@ Em categorias com frequéncias maiores, a mesma diferenca absoluta

serd menos importante.
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Andlise de Correspondéncia

Precisamos levar em consideracdo a frequéncia relativa da categoria que
estudamos.

@ Em categorias raras, pequenas diferencas absolutas podem ser grandes

diferencas relativas.
@ Em categorias com frequéncias maiores, a mesma diferenca absoluta

serd menos importante.

Uma forma de se fazer isto é ponderar as diferéncias de forma inversamente
proporcional a categoria de interesse. Assim, em lugar de fazermos
(fy/fi. — fij/ fi.)?, faremos (f;/fi. — fig/f ) /f;

Carlos Trucios (IMEC



Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Assim como comparamos 2 linhas (colunas), podemos também comparar
cada linha (coluna) w.r.t valores médios. Isto é exatamente o que A12Ce
B~1/2C fazem!
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Anilise de Correspondéncia

Andlise de Correspondéncia

Assim como comparamos 2 linhas (colunas), podemos também comparar
cada linha (coluna) w.r.t valores médios. Isto é exatamente o que A12Ce
B~1/2C fazem!

Note que os elementos de A~1/2C e B~Y/2C s3o, respectivamente:

- _w W _flfi- fy/fj —

fwf \/E-e\/ﬁ
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Implementacao
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Implementacdo

Implementacao

N <- hobbies %>} drop_na() %>%
select ("Marital status”, Profession) %>%
table() %>% as.matrix() %>% tQO

N

#i# Marital status

## Profession Single Married Widower Divorcee Remarried
##  Unskilled worker 242 347 108 72 23
##  Manual labourer 242 660 84 104 71
##  Technician 109 218 10 44 20
##  Foreman 144 424 61 70 36
##  Management 215 623 58 92 64
##  Employee 603 1247 263 312 127
##  Other 54 112 17 18 11
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Implementacdo

Implementacao

tot_linha <- rowSums(N)

tot_coluna <- colSums(N)

E <- tot_linha %o% tot_coluna / sum(N) # outer multiplication
round(E, 4)

#it Single Married Widower Divorcee Remarri
## Unskilled worker 184.5515 416.4739 68.9344 81.6660 40.37
## Manual labourer 270.5357 610.5128 101.0516 119.7150 59.18:

## Technician 93.4408 210.8662 34.9024 41.3486  20.44
## Foreman 171.2694 386.5004 63.9732 75.7886  37.46!
## Management 245.1366 553.1951 91.5644 108.4756  53.62
## Employee 594.6659 1341.9713 222.1219 263.1461 130.09:
## Other 49.4001 111.4804 18.4521 21.8601 10.80
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Implementacdo

Implementacao

C <- (N - E) / sqrt(E)
svd_decomposition <- svd(C)

Gama <- svd_decomposition$u

Lambda <- diag(svd_decomposition$d)
Delta <- svd_decomposition$v

iA <- solve(diag(tot_linha))

iB <- solve(diag(tot_coluna))

r_1 <- Lambda[1,1] * sqrtm(iAd) %*% matrix(Gamal,1], 1)
r_2 <- Lambda[2,2] * sqrtm(iA) %x*% matrix(Gamal,2], 1)
s_1 <- Lambda[1l,1] * sqrtm(iB) %%’ matrix(Deltal,1], 1)
s_2 <- Lambda[2,2] * sqrtm(iB) %x*% matrix(Deltal,2], 1)
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Implementacdo

Implementacao

correspondencia <- FactoMineR::CA(N, ncp = 2, graph = FALSE)
cbind(correspondencia$col$coord, s_1, s_2)

#it Dim 1
## Single 0.11229699
## Married -0.09579981
## Widower 0.30009996
## Divorcee 0.06169403
## Remarried -0.16228113

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)

Dim 2

-0.085297255

0.006535596
0.103029272
0.046876693
0.051749256

-0.11229699
0.09579981
-0.30009996
-0.06169403
0.16228113

-0.085297255
0.006535596
0.103029272
0.046876693
0.051749256



Implementacdo

Implementacao

round (cbind(correspondencia$row$coord, r_1, r_2), 4)

## Dim 1 Dim 2
## Unskilled worker 0.2594 -0.0618 -0.2594 -0.0618
## Manual labourer -0.1043 0.0138 0.1043 0.0138

## Technician -0.1169 -0.1704 0.1169 -0.1704
## Foreman -0.0792 0.0476 0.0792 0.0476
## Management -0.1649 -0.0116 0.1649 -0.0116
## Employee 0.0768 0.0358 -0.0768 0.0358
## Other -0.0085 -0.0611 0.0085 -0.0611
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Implementacdo

Implementacdo: Grafico de correspondéncia

plot(correspondencia)

CA factor map

< 1
S
® 0.1 _ i ———4
g‘ RerTlf’i‘”'eF*grema@ivorcee Widower
~  Manuallabourer +  eoiovee |
£ g Marriad _
- Management Unskilled Wgrker
Other, A
-0.1 | Single

[ ]
—0.2 - Technician

-0.2 0.0 0.2
Dim 1 (75.77%)

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP) ‘



Interpretacdo

Interpretacao

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)



Interpretacdo

Interpretacao

Interpretac ao do Grafico de correspondéncia:

@ Pontos linha (ou seja, aquela obtidos dos (r1, 2)) que estdo préximos,
indicam que essas linhas da tabela de contingéncia tem perfis?
semelhantes.

@ Pontos coluna (ou seja, aquela obtidos dos (si, s2)) que estdo
préximos, indicam que essas colunas da tabela de contingéncia tem
perfis? semelhantes.

@ Pontos linha e pontos coluna que estdo préximos entre si (mas
afastados da origem) indicam que essas categorias estdo associadas.

@ Como a origem é o centro dos fatores, pontos projetados perto da
origem indicam perfis proximos do perfil médio

!Perfis linha s3o obtidos pelo cociente n; ;/n;.
?Perfis coluna sdo obtidos pelo cociente n;;/n,;
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Interpretacao

CA factor map
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Interpretacao

Pode-se provar que:
oI = Oe Sk = 0

A A
o Var(ry) = 7k e Var(sx) = 71(
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Interpretacao

Pode-se provar que:
oI = Oe Sk = 0

Ak Ak

V = — V = —

o Var(ry) e ar(sk) -
Isto implica que,

Ak

Var(rk)/var(r]_ —+ -+ rr) = )\l—i-——i-)\

= Var(sk)/Var(sy + -+ +s)

e Esta quantidade pode ser interpretado como a proporcio de variancia
explicada pelo k-éssimo fator.

o Note que essa quantidade também nos diz quanto da estatistica x? foi
recuperada pelo k-éssimo fator.
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