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ACP

The central idea of principal component analysis (PCA) is to reduce the
dimensionality of a data set consisting of a large number of interrelated
variables, while retaining as much as possible of the variation present in the
date set. This is achieved by transforming to a new set of variables, the
principal components (PCs), which are uncorrelated, and which are ordered
so that the first few retain most of the variation present in all of the original
variables.

[Jolliffe, Principal Component Analysis, 2nd edition, 2012]
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Introducao

@ E uma técnica de reducdo de dimensao.

@ Transforma um conjunto de varidveis (varidveis originais) em um
conjunto de novas varidveis ndo correlacionadas (chamadas de
componentes).

@ As componentes sdo obtidas de forma que capturem a maior parte da
variabilidade total dos dados em apenas poucas componentes.

@ O ndmero total de componentes é igual ao nimero de variaveis
originais (porém, j& as primeiras componentes capturam a maior parte
da variabilidade dos dados).

@ Cada componente é uma combinac3o linear de todas as varidveis
originais.
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Aplicacoes

Gedlogia

Sociologia

@ Zoologia

@ Administrac3o
e RH

@ Economia

e Financas

@ Tratamento ao problema de multicolinearidade
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Passo previo ao andlise de agrupamento
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Uma visao geral

As componentes principais sdo combinacdes lineares das variaveis
originais.
@ Os coeficientes das combinacdes lineares sdo os elementos dos

autovetores associados a matriz de covariancia das varidveis originais.

@ A primeira componentes principal estd associada ao maior autovalor da
matriz de covariancia das variaveis originais.

@ A varidncia de cada componente ¢ igual ao seu autovalor associado.

@ No caso das variaveis originais serem padronizadas, a correlacdo entre
a componente e a variavel original é completamente determinada pelo
autovalor associado a componente e o elemento do autovetor
associado a variavel original.
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Andlise de Componentes Principais

@ Queremos encontrar um subespaco de dimens3o r < p tal que ao
projetar os pontos originais nele, se perca a menor quantidade de
informac3do possivel (equivalentemente, o subespaco capture a maior
parte da variabilidade dos dados).

@ Pense em p =2 e um subespaco de dimensdo r = 1 (uma reta).
Queremos que as projecdes dos pontos originais sobre a reta preservem
a estrutura dos dados originais o maximo possivel (i.e, que se perca a
menor quantidade de informac3o possivel).
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Andlise de Componentes Principais

@ Queremos encontrar um subespaco de dimens3o r < p tal que ao
projetar os pontos originais nele, se perca a menor quantidade de
informac3do possivel (equivalentemente, o subespaco capture a maior
parte da variabilidade dos dados).

@ Pense em p =2 e um subespaco de dimensdo r = 1 (uma reta).
Queremos que as projecdes dos pontos originais sobre a reta preservem
a estrutura dos dados originais o maximo possivel (i.e, que se perca a
menor quantidade de informac3o possivel).

Na ilustracdo a seguir, sem perda de generalidade, utilizaremos dados
centrados.
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Andlise de Componentes Principais
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Andlise de Componentes Principais

0.5 # r ¥ *

ash L

@ As distancias entre os pontos originais é preservada (aprox.) nas
projecdes sobre a reta.
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Andlise de Componentes Principais

Qual reta escolher?

@ De forma que a dispersdo dos pontos projetados sobre a reta seja a
maior possivel.

@ De forma a reta passe o mais perto possivel da maioria dos pontos (ou
seja, de forma que a distancia entre os pontos originais e os pontos
nela projetados seja minima).
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Andlise de Componentes Principais

Qual reta escolher?

@ De forma que a dispersdo dos pontos projetados sobre a reta seja a
maior possivel.

@ De forma a reta passe o mais perto possivel da maioria dos pontos (ou
seja, de forma que a distancia entre os pontos originais e os pontos
nela projetados seja minima).

Ambas ideias levam a mesma solucao.
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Andlise de Componentes Principais

2 Minimizar a distancia entre os pontos
. originais e os pontos nela projetados, ou seja,
n; {2 A *{ ’ n
- + ‘;;‘*'H Minimizar: Z r2.
1 X ** xS+ " i=1
o K

em que z; é distancia da origem até a projecdo de x; sobre a reta.
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Andlise de Componentes Principais

A projecdo de x; sob a reta de direcdo a = (a1, a2) (||a|| = 1) é dada por,

. a
Projaxi = w5
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A projecdo de x; sob a reta de direcdo a = (a1, a2) (||a|| = 1) é dada por,

. a
Projaxi = w5
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Andlise de Componentes Principais

A projecdo de x; sob a reta de direcdo a = (a1, a2) (||a|| = 1) é dada por,

Proj.xi = 7+

Entao,

Zj = \/(a -xi)2a; + (a- xi)?a5 = \/(a x;)?(af + a3) = /(2 xi)?

Ent3o,

n

n n n
Minimizar: Zr,-z = Minimizar: z:x,-x,{—Z(a-x,-)2 = Maximizar: z:(a-x,-)2

i=1 i=1 i=1 i=1
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Andlise de Componentes Principais

Note que:

@ a-x;=x;a e
@ x =0 (pois os dados sdo centrados)

n n n

Entdo, Y (a-x)* = (xd)(xd) =D (xa) (xa) =) axix;a’.
i=1

i=1 i=1 i=1
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Andlise de Componentes Principais

Note que:

@ a-x;=x;a e
@ x =0 (pois os dados sdo centrados)

n n n n
Entdo, Y (a-x)* = (xd)(xd) =D (xa) (xa) =) axix;a’.
i=1 i=1 i=1 i=1
Assim,
n n
Maximizar: ) axjx;a’ = Maximizar: =)~ ax/x;a’ = Maximizar: aSa’
i=1 i=1
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Andlise de Componentes Principais

Note que:

@ a-x;=x;a e
@ x =0 (pois os dados sdo centrados)

n n n n
Entdo, Y (a-x)* = (xd)(xd) =D (xa) (xa) =) axix;a’.
i=1 i=1 i=1 i=1
Assim,
n 1 n
Maximizar: ) axjx;a’ = Maximizar: =)~ ax/x;a’ = Maximizar: aSa’
i=1 i=1

A mesma ideia continua valendo para p > 2!
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Seja x; € RP um ponto no hiperplano (x; = (xi1,-- -, Xjp)')e seja
ap = (a1, -+, aip)’ um vetor direcdo.
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Seja x; € RP um ponto no hiperplano (x; = (xi1,-- -, Xjp)')e seja
ap = (a1, -+, aip)’ um vetor direcdo.

n

n n
o= xixi—> (dxi)(ahx)
i=1 i=1

i=1
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Andlise de Componentes Principais

Seja x; € RP um ponto no hiperplano (x; = (xi1,-- -, Xjp)')e seja
ap = (a1, -+, aip)’ um vetor direcdo.

n n n
dort= xixi— Y (dxi)(aixi)
i=1 i=1 i=1
n n
Minimizar:  * r? = Maximizar: Y (a}x;)(a}x;)’ = Maximizar:aj Sa;
i=1 i=1
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Andlise de Componentes Principais

Seja x; € RP um ponto no hiperplano (x; = (xi1,-- -, Xjp)')e seja
ap = (a1, -+, aip)’ um vetor direcdo.

n

n n
o= xixi—> (dxi)(ahx)
i=1 i=1

i=1

n n
Minimizar:  * r? = Maximizar: Y (a}x;)(a}x;)’ = Maximizar:aj Sa;
i=1 i=1

Note que ajSa; cresce sem limite a medida que multiplicamos a; por uma
constante qualquer. Ent3o, para que a maximizacdo tenha solucao
impomos a restricdo de que aja; =1
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Andlise de componentes principais

Queremos maximizar ajSa; sujeito a aja; = 1. Entdo,
L =ajSa; — Majas — 1)

Derivando w.r.t a1

oL
—_— = 2521 — 2)\31
881

Igualando a zero
Sal = )\31. (1)

o que implica que a; é o autovetor associado ao autovalor A

Para que
a)Sa; = ajda; = Aaja; = \

seja maximo, A deve ser o maior autovalor. Logo, a; é o autovetor

associado ao maior autovalor
Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP) |
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Andlise de componentes principais

Assim, a primeira componente principal z; é aquela combinac3o linear que
maximiza a varianca de z; e é dada por,

zZ1 = anal.
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Andlise de componentes principais

Assim, a primeira componente principal z; é aquela combinac3o linear que
maximiza a varianca de z; e é dada por,

zZ1 = anal.

Suponha agora que n3o queremos calcular apenas a primeira, mas a duas
primeiras componentes.
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Andlise de componentes principais

Assim, a primeira componente principal z; é aquela combinac3o linear que
maximiza a varianca de z; e é dada por,

zZ1 = anal.
Suponha agora que n3o queremos calcular apenas a primeira, mas a duas
primeiras componentes.

Queremos maximizar Var(z; + zp) sujeito as restricdes que aja; = 1,
ahar =1 e z; e zp sdo n3o correlacionados.
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Andlise de componentes principais

Assim, a primeira componente principal z; é aquela combinac3o linear que
maximiza a varianca de z; e é dada por,

zZ1 = anal.

Suponha agora que n3o queremos calcular apenas a primeira, mas a duas
primeiras componentes.

Queremos maximizar Var(z; + zp) sujeito as restricdes que aja; = 1,
ahar =1 e z; e zp sdo n3o correlacionados.

Maximizar: ajSa; + a5Sap — Ai(ajar — 1) — Ap(ahar — 1)

Carlos Trucios (IMEC
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Andlise de componentes principais

Funcdo Objetivo: L = ajSa; + a5Sa — A\1(ajar — 1) — Aa(ahan — 1)
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Andlise de componentes principais

Funcdo Objetivo: L = ajSa; + a5Sa — A\1(ajar — 1) — Aa(ahan — 1)

Derivando w.r.t a; e as:

L L
87 == 2531 - 2)\131 e 87 = 2532 - 2)\132,
day Oap
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Andlise de componentes principais

Funcdo Objetivo: L = ajSa; + a5Sa — A\1(ajar — 1) — Aa(ahan — 1)

Derivando w.r.t a; e as:

L L
87 == 2531 - 2)\131 e 87 = 2532 - 2)\132,
day Oap

Igualando a zero, Sa; = M\1a1 e Sax = A\ay,

O que indica que a; e a» devem ser os autovetores associados aos
autovalores \1 e \s.
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Andlise de componentes principais

Para que

a’1531 + 3/2532 = a'l)\lal + a'2)\232 = /\18’131 + /\28/232 =AM+ X\

seja maximo, A1 e Ao devem ser os dois maiores autovalores e a; e a» seus
autovetores associados.

Carlos Trucios (IMECC
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Andlise de componentes principais

Para que

a’1531 + 812532 = a'l)\lal + 812)\282 = /\13’131 + /\28’232 =AM+ X\

seja maximo, A1 e Ao devem ser os dois maiores autovalores e a; e a» seus
autovetores associados.

Obter as componentes principais é um problema de calcular
autovalores-autovetores da matriz de covariancia

Calcular componentes principais equivale a multiplicar a matriz X por uma
matriz ortogonal (matriz de autovetores) para obter novas variaveis
(Z1,...,Zn) ndo correlacionadas

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP) |
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Andlise de componentes principais

@ Calcular a matriz de covariancia S
@ Decompor S em autovalores e autovetores

SM = MA

em que A é uma matriz diagonal de autovalores ordenados de maior a
menor e M a matriz de autovetores assoaciados aos autovalores
© As componentes serdo

z =xM

Carlos Trucios (IMEC
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Andlise de componentes principais

@ Calcular a matriz de covariancia S
@ Decompor S em autovalores e autovetores

SM = MA

em que A é uma matriz diagonal de autovalores ordenados de maior a
menor e M a matriz de autovetores assoaciados aos autovalores
© As componentes serdo

z =xM

Observacao: se x n3o for centrada, as componentes serdo obtidas como

z=(x—Xx)M

Carlos Trucios (IMEC
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Andlise de componentes principais: Exemplo

acp_me731 <- function(x) {
S <- cov(x)
M <- eigen(S)$vectors
z <- scale(x, center = TRUE, scale = FALSE) %x*% M
return(z)

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)
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Andlise de componentes principais: Exemplo

acp_me731 <- function(x) {
S <- cov(x)
M <- eigen(S)$vectors
z <- scale(x, center = TRUE, scale = FALSE) %x*% M
return(z)

¥

Utilizaremos o data set penguins do pacote palmerpenguins.

library(dplyr)

library(palmerpenguins)

dados <- penguins %>%
select(ends_with("_mm"), "body_mass_g") %>%
na.omit ()

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)



Anilise de Componentes Principais

Andlise de Componentes Principais: Exemplo

glimpse(dados)

## Rows: 342
## Columns: 4
## $ bill_length_mm <dbl> 39.1, 39.5, 40.3, 36.7, 39.3, 38.9,

## $ bill_depth_mm <dbl> 18.7, 17.4, 18.0, 19.3, 20.6, 17.8,
## $§ flipper_length_mm <int> 181, 186, 195, 193, 190, 181, 195,
## $ body_mass_g <int> 3750, 3800, 3250, 3450, 3650, 3625,

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)
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Andlise de Componentes Principais: Exemplo

componentes_home_made <- acp_me731(dados)
componentes_princomp <- princomp(dados)$scores
componentes_prcomp <- prcomp(dados)$x

round (head (componentes_home_made, 3), 4)

## [,1] [,2] [,3] [,4]
## [1,] -452.0232 13.3366 1.1480 -0.3535
## [2,] -401.9500 9.1527 -0.0904 -1.0483
## [3,] -951.7409 -8.2615 -2.3518 0.8418

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)
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Andlise de Componentes Principais: Exemplo

round (head (componentes_princomp, 3), 4)

#i# Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4
## [1,] -452.0232 -13.3366 1.1480 0.3535
## [2,] -401.9500 -9.1527 -0.0904 1.0483
## [3,] -951.7409 8.2615 -2.3518 -0.8418

round (head (componentes_prcomp, 3), 4)

#it PC1 PC2 PC3 pPC4
## [1,] -452.0232 13.3366 -1.1480 -0.3535
## [2,] -401.9500 9.1527 0.0904 -1.0483
## [3,] -951.7409 -8.2615 2.3518 0.8418
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Andlise de Componentes Principais: Exemplo

Os valores das componentes apenas coincidem em maédulo!
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Anilise de Componentes Principais

Andlise de Componentes Principais: Exemplo

Os valores das componentes apenas coincidem em maédulo!

Se v é autovetor associado a A, entdo —v também é,

Av = Av = A(—v) = A(—v)

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)
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Andlise de Componentes principais: exemplo

round (eigen(cov(dados))$vectors, 4)

##
##
##
##
##

[,1] [,2] [,3] [,4]
[1,] 0.0041 -0.3085 0.9448 -0.1101
[2,] -0.0012 0.0904 0.1443 0.9854
[3,] 0.0153 -0.9468 -0.2941 0.1300
[4,] 0.9999 0.01568 0.0008 -0.0004
round (prcomp (dados) $rotation, 4)
PC1 PC2

##

## bill_length_mm
## bill_depth_mm

PC3

## flipper_length mm 0.0153 -0.9468 0.2941

## body_mass_g

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP) ME731
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0.0041 -0.3085 -0.9448 -0.1101
-0.0012 0.0904 -0.1443 0.9854

0.1300

0.9999 0.0158 -0.0008 -0.0004
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Propriedades

Note que por construcdo Var(z;) = A\1. Entdo,

@ A soma das variancias das variaveis originais é igual a soma das
variancias das componentes.

N
Var(x1) + -+ Var(xy) = Tr(S) = Z)\,- = Var(z1) + - -- + Var(zy)
i=1

@ A varidncia generalizada das variaveis originais é igual a variancia
N N

generalizada das componentes |Sx| = H i = H Var(z;) = |57
i=1 i=1

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)
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Propriedades

Note que por construcdo Var(z;) = A\1. Entdo,

@ A soma das variancias das variaveis originais é igual a soma das
variancias das componentes.

N
Var(x1) + -+ Var(xy) = Tr(S) = Z)\,- = Var(z1) + - -- + Var(zy)
i=1

@ A varidncia generalizada das variaveis originais é igual a variancia
N N

generalizada das componentes |Sx| = [[ Ai = [] Var(zi) = |Sz|
i=1 i=1
A variancia total (tr(S)) e a variancia generalizada (|S|) das variaveis
originais e das componentes principais é a mesmal.

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)
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Propriedades

Qual a proporcao da varidncia total que é explicada pela primeira
componente?
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Propriedades

Qual a proporcao da varidncia total que é explicada pela primeira
componente?

L
A+t A
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Propriedades

Qual a proporcao da varidncia total que é explicada pela primeira
componente?

L
A+t A

Qual a proporcao da varidncia total que é explicada pelas primeiras
k componentes?
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Propriedades

Propriedades

Qual a proporcao da varidncia total que é explicada pela primeira
componente?

L
A+t A

Qual a proporcao da varidncia total que é explicada pelas primeiras
k componentes?

A+ Ak
)\1+"'+)\p.

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)




Propriedades

Propriedades: Exemplo

prcomp (dados)

## Standard deviations (1, .., p=4):

## [1] 802.055230 T.179472 4.004453 1.530847

#it

## Rotation (n x k) = (4 x 4):

#it PC1 PC2 PC3

## bill_length_mm 0.004051279 -0.30848927 -0.9448307702 -0.1
## bill_depth_mm -0.001162051 0.09044334 -0.1443173596 0.9
## flipper_length_mm 0.015275204 -0.94678621 0.2940520764 O.1!
## body_mass_g 0.999874445 0.01581922 -0.0008317408 -0.0

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)
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Propriedades: Exemplo

lambdas <- prcomp(dados)$sdev”2
cumsum(lambdas) / sum(lambdas)

## [1] 0.9998913 0.9999714 0.9999964 1.0000000

A primeira componente explica mais do 99% da variancia total!
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Propriedades

Propriedades: Exemplo

lambdas <- prcomp(dados)$sdev”2
cumsum(lambdas) / sum(lambdas)

## [1] 0.9998913 0.9999714 0.9999964 1.0000000
A primeira componente explica mais do 99% da variancia total!

Quando a esmola

¢ demaig

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)
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Propriedades:

Cuidado com aplicar ACP quando as varidveis ndo estdo na mesma escala!.
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Propriedades

Propriedades:

Cuidado com aplicar ACP quando as varidveis ndo estdo na mesma escala!.

Por exemplo, para calcular a primeira componente maximizamos, sujeito a
restricio que a'a =1,

P
aSa = Z a?s? + Z aja;sj;.
i=1 i#]j
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Propriedades

Propriedades:

Cuidado com aplicar ACP quando as varidveis ndo estdo na mesma escala!.

Por exemplo, para calcular a primeira componente maximizamos, sujeito a
restricio que a'a =1,

P
22
aSa = Z a;s; + Z aja;sj;.
i=1 i#j
Se uma das variaveis (digamos x1) tiver uma variancia (s2) muito maior do
1
que as outras, para maximizar a expressao acima, fazemos a; tdo grande
quanto pudermos (em casos extremos, a primeira componente ser3,
basicamente, xi).

Isto significa que, se aplicarmos ACP em varidveis com diferentes escalas, a
solucdo dependerd das escalas e varidveis com valores grandes terdo maior

peso nas componentes (o que ndo é desejavel).
Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP) | ME731 32/34




Propriedades

Propriedades:

Na préxima aula veremos como lidar com este problema, apresentaremos
outras propriedades e discutiremos desafios praticos do dia a dia do
estatistico/cientista de dados.
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