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Teste da Raz&do de Verossimilhanca (TRV)
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Teste da Raz3o de Verossimilhanca (TRV)

Teste da Raz&o de Verossimilhanca (TRV)

Notacdo
@ Uma sequéncia Xi,--- , X, de n varidveis aleatérias iid com densidade
f(x|0), é dita ser uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuicdo
de X ~ f(x|0).
@ O mesmo aplica para Xi,---, X, € RP (uma a.a de tamanho n da
distribuicdo de X ~ f(x|0)).
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Teste da Raz3o de Verossimilhanca (TRV)

Teste da Raz&o de Verossimilhanca (TRV)

TRV
Seja X1, -+, X, € RP uma a.a de tamanho n de X ~ f(x|@) e sejam as

hipéteses
Ho:0€Qy vs. Hy:0¢€ Q.

O TRV para testar Hy vs H; pode ser definido como o teste com regido de
rejeicdo (R.R) dada por

sup L(8]x)
0eQ
sup L(0|x)
0cQ

R={x:A\(x)= < c},

em que ¢ é determinado de forma que sup Pg(X € R) = «
IS N
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Teste da Raz3o de Verossimilhanca (TRV)

Teste da Raz&o de Verossimilhanca (TRV)

Equivalentemente, podemos definir a estatistica

—2log (A(X)) =2 |log <sup L(9|X)> — log (sup L(0\X)> ,

9cQ 0cQ
sup /(0]X) sup /(8]X)
0cQ 0

com R.R dada por R = {x : —2log(A(x)) > cx*}
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Teste da Raz3o de Verossimilhanca (TRV)

Teste da Raz&o de Verossimilhanca (TRV)

Equivalentemente, podemos definir a estatistica

—2log (A(X)) =2 |log <sup L(9|X)> — log (sup L(0\X)> ,

9cQ 0cQ
sup /(0]X) sup /(8]X)
0cQ 0

com R.R dada por R = {x : —2log(A(x)) > cx*}

Note que para calcular ¢ (ou c*) precisamos conhecer a distribuicdo de A
quando Hy é verdadeiro, mas isto nao sempre é facil. Felizmente, quando
n — oo podemos obter uma distribuicdo aproximada.
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Teste da Raz3o de Verossimilhanca (TRV)

Teste da Raz&o de Verossimilhanca (TRV)

Teorema de Wilks

Seja X1, -+, X, € R? uma a.a de tamanho n de X ~ f(x|0) e sejam as
hipdteses

Ho:0€Qy vs. Hy:0¢€ Q.

Ent3o, quando n — oo,

—210g(A(X)) ~ x5,

em que g é a dimensdo de 2 = €2 U e r é a dimensdo de .
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Teste da Raz3o de Verossimilhanca (TRV)

Teste da Raz&o de Verossimilhanca (TRV)

Teorema de Wilks

Seja X1, -+, X, € R? uma a.a de tamanho n de X ~ f(x|0) e sejam as
hipdteses

Ho:0€Qy vs. Hy:0¢€ Q.

Ent3o, quando n — oo,

—210g(A(X)) ~ x5,

em que g é a dimensdo de 2 = €2 U e r é a dimensdo de .

A partir do TRV definiremos alguns testes para o vetor de médias.
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Teste para o vetor de médias com X conhecido

Teste para o vetor de médias com X conhecido
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Teste para o vetor de médias com X conhecido

Teste para o vetor de médias com X conhecido

Sejam Xy, -+, X, a.a de X ~ Np(u, X) com X conhecido. Queremos testar

Ho:p=po vs. Hi:p#po
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Teste para o vetor de médias com X conhecido

Teste para o vetor de médias com X conhecido

Sejam Xy, -+, X, a.a de X ~ Np(u, X) com X conhecido. Queremos testar

Ho:p=po vs. Hi:p#po

e sup /(0]|X) = fi = po.
0eQ B

e sup/(0|X) — o= X.
6cQ

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)



Teste para o vetor de médias com X conhecido
Teste para o vetor de médias com X conhecido

Sejam Xy, -+, X, a.a de X ~ Np(u, X) com X conhecido. Queremos testar

Ho:p=po vs. Hi:p#po

e sup /(0]|X) = fi = po.

0eQ B
e sup/(0|X) — o= X.
0cQ
o sup /(0X) = I(uo) =
(IS0

— 5 log(|2rE]) = S Tr(71S) = (X — u0) T (X — o)

o sup I(8]X) = I(X) = — " log(|2nX|) — 2 TH(Z1S)
0eQ 2 2
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Teste para o vetor de médias com X conhecido

Teste para o vetor de médias com X conhecido

Entao,

—210g(A(X)) = 2[I(XIX, ) — I(t0lX, )] = n(X — o) T (X — o).
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Teste para o vetor de médias com X conhecido
Teste para o vetor de médias com X conhecido

Entao,

—210g(A(X)) = 2[I(XIX, ) — I(t0lX, )] = n(X — o) T (X — o).

Sob Hp, sabemos que
~210g(A(X)) = n(X — 1o T (X — p10) ~ 2.

Assim, rejeitamos Hp se R = {x : —2log(A(x)) > Xifa,p}
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Teste para o vetor de médias com X conhecido

Teste para o vetor de médias com X conhecido: Exemplo

O dataset frets contém informagdo a respeito do cumprimento (breadth) e
da largura (length) das cabecas do primeiro e segundo filho de 25 familias.

library(boot)
library(dplyr)
data(frets)
glimpse(frets)

## Rows: 25

## Columns: 4

## $ 11 <dbl> 191, 195, 181, 183, 176, 208, 189, 197, 188, 192,
## $ bl <dbl> 155, 149, 148, 153, 144, 157, 150, 159, 152, 150,
## $ 12 <dbl> 179, 201, 185, 188, 171, 192, 190, 189, 197, 187,
## $ b2 <dbl> 145, 152, 149, 149, 142, 152, 149, 152, 159, 151,
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Teste para o vetor de médias com X conhecido

Teste para o vetor de médias com X conhecido: Exemplo

Com fins meramente ilustrativos, vamos assumir que as variaveis 11 e 13

o 100 O
tem uma distribuicdo Ny | pu, 0 100 e queremos testar

Ho : pu = (182,182)'.
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Teste para o vetor de médias com X conhecido

Teste para o vetor de médias com X conhecido: Exemplo

Com fins meramente ilustrativos, vamos assumir que as variaveis 11 e 13
. 100 O
tem uma distribuicdo Ny | pu, 0 100 e queremos testar

Ho : pu = (182,182)'.

—210g(A(X)) = n(X — 10)'’T (X — juo)

frets_ss <- frets %>% select(11,12)

x_barra <- matrix(apply(frets_ss, 2, mean), ncol = 1)
mu0 <- matrix(c(182, 182), ncol = 1)

Sigma <- matrix(c(100, 0 , 0, 100), ncol = 2)

n <- nrow(frets_ss)

p <- ncol(frets_ss)
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Teste para o vetor de médias com X conhecido

Teste para o vetor de médias com X conhecido: Exemplo

trv <- n * t(x_barra - muO) %*} solve(Sigma) %*% (x_barra - mu0)
trv

#it [,1]

## [1,] 4.306

alpha = 0.05

ifelse(trv > qchisq(l - alpha, p),
"Rejeito HO",
"N3o rejeito HO")

#it [,1]
## [1,] "Ndo rejeito HO"
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Teste para o vetor de médias com X desconhecido

Teste para o vetor de médias com X desconhecido

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)



Teste para o vetor de médias com X desconhecido

Teste para o vetor de médias com X desconhecido

Sejam Xy, -+, X, a.a de X ~ N,(p, ) com X desconhecido. Queremos
testar

Ho:p=po vs. Hi:p#po
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Teste para o vetor de médias com X desconhecido

Teste para o vetor de médias com X desconhecido

Sejam Xy, -+, X, a.a de X ~ N,(p, ) com X desconhecido. Queremos
testar

Ho:p=po vs. Hi:p#po

o sup I(BX) = fi=po e ¥ =5+ (X~ po)(X— po)
0cQy —— ———

osupl/(BX) - =X e £=S
6cQ
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Teste para o vetor de médias com X desconhecido
Teste para o vetor de médias com X desconhecido

Sejam Xy, -+, X, a.a de X ~ N,(p, ) com X desconhecido. Queremos
testar

Ho:p=po vs. Hi:p#po

o sup I(BX) = fi=po e ¥ =5+ (X~ po)(X— po)

0cQy Ad/_/%,_/
dl
osupl@X) > i=X e ¥=S5
6cQ
o sup /(6]X) = I(uo, S + dd’) =
(IS0

—g[p log(27) + log(|S|) + log(1 + d’S™d) + p]
o sup I(0]X) = I(X, ) = — 2 [plog(2r) + log(|S]) + p]
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Teste para o vetor de médias com X desconhecido

Teste para o vetor de médias com X desconhecido

Assim,

—2log(A(X)) = 2[/(X,S) — I(10, S + dd')] = nlog(1 + d'S'd)
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Teste para o vetor de médias com X desconhecido

Teste para o vetor de médias com X desconhecido

Assim,

—2log(A(X)) = 2[/(X,S) — I(10, S + dd')] = nlog(1 + d'S'd)

e rejeitamos Hy se

R={x:nlog(1+d'S7'd) > ¢} = {x: (n—-1)d’S'd > ¢} = {x: n;ppd/sfld > o}

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)



Teste para o vetor de médias com X desconhecido

Teste para o vetor de médias com X desconhecido

Assim,

—2log(A(X)) = 2[/(X,S) — I(10, S + dd')] = nlog(1 + d'S'd)

e rejeitamos Hy se
R={x:nlog(1+d'S7'd) > ¢} = {x: (n—-1)d’S'd > ¢} = {x: n;ppd/sfld > o}

Por outro lado, sabemos que sob Hy

—_ —_ n— —_ —_
(n—1)(X—p0)S™ (X —po) ~ T2, 1 e P(X—110)S (X = pio)' ~ Fon s
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Teste para o vetor de médias com X desconhecido

Teste para o vetor de médias com X desconhecido

Assim, rejeitamos Hp se

R={x:(n—1)d'S'd > T12_a7P7,,_1},

ou, equivalentemente

R={x: %d’fﬁld > Fi—apn-p}
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Teste para o vetor de médias com X desconhecido

Teste para o vetor de médias com X desconhecido: Exemplo

Com fins meramente ilustrativos, vamos assumir que as variaveis 11 e 13
tem uma distribuicdo N, (i, X) e queremos testar Hp : u = (182, 182)
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Teste para o vetor de médias com X desconhecido

Teste para o vetor de médias com X desconhecido: Exemplo

Com fins meramente ilustrativos, vamos assumir que as variaveis 11 e 13
tem uma distribuicdo N, (i, X) e queremos testar Hp : u = (182, 182)

invS <- solve((n - 1)/n*cov(frets_ss))
est <- (n - p)/p*t(x_barra - mu0)%x*%invSy*%(x_barra - muO)
est

#t [,1]

## [1,] 1.925323

ifelse(est > qf(1 - alpha, p, n - p),
"Rejeito HO", "N&o rejeito HO")

## [,1]
## [1,] "N3o rejeito HO"

Teste conhecido como Hotelling one-sample T2 test.
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Teste para a matriz de covariancia
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Teste para a matriz de covariancia

Seja Xy, -+, X, uma a.a. de X ~ N,(u, X) e queremos testar

Ho:Z:ZO VS. Hliz#Z().
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Teste para a matriz de covariancia

Seja Xy, -+, X, uma a.a. de X ~ N,(u, X) e queremos testar

Ho:Z:ZO VS. Hliz#Z().

0cQ

o sup [(BX) — fi = X
6ecQ

o sup [(BIX) ==X e ¥ =1,
X
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Teste para a matriz de covariancia

Seja Xy, -+, X, uma a.a. de X ~ N,(u, X) e queremos testar

Ho:Z:ZO VS. Hliz#Z().

0cQ

o sup [(BX) — fi = X
6ecQ

o sup [(BIX) ==X e ¥ =1,
X

o sup /(8]X) = I(X, To) =~ log(2) — 7 log(|Tol) — 5 Tr(E5S)

0cQ
o sup [(8X) = I(X, S) = — P log(2r) — Zlog(]S]) — 2
0eQ 2 2 2
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Teste para a matriz de covariancia

Assim,

—2log(A(X)) = 2[/(X, S) — I(X,%0)] = nlog (" 50“) +nTr(Z51S) — np.
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Teste para a matriz de covariancia

Assim,
—2log(A(X)) = 2[/(X, S) — I(X,%0)] = nlog (" 50“) +nTr(Z51S) — np.
Sob Ho,

~2log(A(X)) ~*PP 32 1),

e rejeitamos Hp se R = {x: —2log(A(x)) > X%_a p(p+1)/2}

Note que se > g = /, a estatistica de teste se reduz a

—2log(A(x)) = —nlog(|S|) + nTr(S) — np.
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Teste para a matriz de covariancia

Um caso interessante é querer testar se as variaveis aleatérioas no vetor
aleatério sdo ndo correlacionadas, ou independentes no caso da normal
mulltivariada, queremos testar

Hp : ¥ = diagonal vs. % # diagonal
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Teste para a matriz de covariancia

Um caso interessante é querer testar se as variaveis aleatérioas no vetor
aleatério sdo ndo correlacionadas, ou independentes no caso da normal
mulltivariada, queremos testar

Ho : X = diagonal vs. X # diagonal
Pode-se mostrar que,
—2log(A(X)) = —n|0g(|diag(5)|*1|5‘) ~3PPIOX 2

p(p+1)/2—p-

Assim, rejeitamos Hy se R = {x : —2log(A(x)) > X%—a,p(p+1)/2—p}
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Teste para a matriz de covariancia

Por iltimo, outro teste de interesse é o chamado teste de esfericidade, em
que estamos interessados em testar

Ho: X =0l vs. ¥ +#o2l
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Teste para a matriz de covariancia

Por iltimo, outro teste de interesse é o chamado teste de esfericidade, em
que estamos interessados em testar

Ho: X =0l vs. ¥ +#o2l

Pode-se mostrar que,
—2log(A(X)) = nplog(6?) — nlog(|S]) ~P X3, i1y/0-14

com R.R dada por R = {x : —2log(A(x)) > X%—a,p(p—f—l)/Z—l}'
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Comentarios Finais
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Adverténcia

Os testes apresentados foram construidos sob a suposicao que Xi,--- , X,
sdo independéntes. Se isto n3o for verdade (por exemplo, em situacdes
onde lidamos com séries temporais), os testes ndo tem mais validez e ndo
devem ser utilizados.
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Observacao

o Note que a forma de —2log(A(X)) obtidas aqui foram todas obtidas
sob o suposto de Normalidade. Contudo, o TRV n3o se limita a
distribuicdo Normal e sob diversas suposicdo podem ser obtidas outras
formas de —2log(A(X)).

@ Repare que o resultado —2log(A(X)) ~2PP™ 2 independe da

suposicdo feita a respeito a distribuicido multivariada.

e O TRV embora dtil, precisa da distribuicdo multivariada (o que n3o
sempre ¢é facil).
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