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Introdu¢do

Introducao

A distribuicao Normal multivariada é uma generalizacdo da distribuicdo
Normal univariada.

@ A distribuicdo Normal multivariada é completamente definida pelos
seus dois primeiros momentos, um total de 3p(p + 1) +p = 1p(p + 3)
pardmetros.

e Correlacdo zero implica independéncia (isto ndo acontece
necessariamente em outras distribuicdes).

@ Funcdes lineares de um vetor aleatorio com distribuicao Normal
multivariada tem distribuicdo normal univariada.

@ Mesmo quando os dados ndo sao normalmente distribuidos, sob
algumas suposicées, podemos invocar o TCL.
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Distribuicdo Normal

Distribuicao Normal

Estimadores de Méaxima Verossimilhanca

Sejam Xy, -+, X, ~ Np(u, X). Entdo,

f=X e ¥=S=

sao os estimadores de maxima verossimlhanca de e X, respectivamente.
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Distribuicdo Normal

Distribuicao Normal

Estimadores de Méaxima Verossimilhanca

Sejam Xy, -+, X, ~ Np(u, X). Entdo,

A 1 — _
,&:X e Z:S:; (Xj—X)(Xj—X)/

J=1

sao os estimadores de maxima verossimlhanca de e X, respectivamente.

v

Resultado til para a demostracdo: Seja B,y , > 0 uma matriz
simétrica e seja o escalar b > 0, pode-se provar que
1 —m(zB)2 pb b
——e < —(2b)P P
[P IBI
para qualquer matriz definida positiva . A Igualdade acontece se
= (1/2b)B. [Demonstracdo em Johnson e Wichern (2007)].
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Demostracao:
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Distribuicao Normal

Demostracao:

Obs 1: continua valendo a propriedade de invariancia, ou seja, o EMV de

h(6) é h(h).
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Distribuicdo Normal

Distribuicao Normal

Demostracao:

Obs 1: continua valendo a propriedade de invariancia, ou seja, o EMV de

h(6) é h(h).

Obs 2: X e S s3o estatisticas suficientes.
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Distribuicao Normal

Teorema

Se Xy, Xy ~f1d f(x,0) com E(X;) = p e V(X;) = £. Ent3o,
o E(X)=p
- 1
o V(X)= ;Z
o E(S)= "1y
n
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Distribuicdo Normal

Distribuicao Normal

Se Xy, Xy ~f1d f(x,0) com E(X;) = p e V(X;) = £. Ent3o,
o E(X)=p
o V(X) = %z
n—1

e E(S) = p

>

Demostracao:
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Distribuicao Normal

Teorema
Se Xi,- -+, Xp ~ Np(p, X). Entdo

)_( ~ NP(N? n_lz)
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Distribuicdo Normal

Distribuicao Normal

Teorema
Se Xi,- -+, Xp ~ Np(p, X). Entdo

)_( ~ NP(N? n_lz)

Demostracao:
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Distribuicdo Normal

Distribuicao Normal

Teorema
Se Xi,- -+, Xp ~ Np(p, X). Entdo

)_( ~ NP(N? n_lz)

Demostracao:

n

n
1
px(t) = S"%x1+m+%xn(t) = H 90%xj(t) = H ‘PX,»(Et)
=1 1
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Distribuicdo Normal

Distribuicao Normal

Teorema
Se Xi,- -+, Xp ~ Np(p, X). Entdo

X~ NP(N? n_lz)

Demostracao:
n n 1
ex(t) = @1x,4..41x,(t) = H Sle,-(t) = H SOXj(Et)
n n j:l n j:l
n 2147 1 'y P} 1,/
— H el;t M—njt t — elt p—it >t
j=1
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Distribuicao Normal

Teorema
Se Xi,- -+, Xp ~ Np(p, X). Entdo

X~ NP(N? n_lz)

Demostracao:

n
il 14/ P 1
_ H el;t p—-5t Xt elt’p,—;t’):t
j=1

Que é a funcdo caracteristica de uma N,(p, n71%)
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Distribuicao Normal

Notacao:

Sejam Xy, -+, X ~ Np(p, X). Entdo, a matriz

X X1 X2
X,,X,,:(xl,--.,x,,)’: : = :
Xln an Xn2

é dita N (, X)
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Distribuicao Normal

Teorema

Se Xpxp ~ Np(t,X) e se Ymug = AXnxpB, Y tem distribuicdo Normal sss
@ Al = ol para algum a ou B'u=0ce
o AA’ = Bl para algum 3 ou B'YB = 0.

Se ambas as condicGes sdo satisfetias,

Y ~ Ng(aB'y, BB'EB)

Demostracao: fora do escopo desta matéria.
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Distribuicdo Wishart

Distribuicao Wishart

Definicao
Se W pode ser escrito como W = X[,.. , X tal que Xpxp ~ Np(0, X),

entao
W ~ WP(Z, n),

em que W,(X, n) denota uma distribuicdo Wishart (centrada) com
pardmetro de escala X e graus de liberdade n. Quando X = /, a distribuicdo
é dita estar na sua forma padr3o.

v

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)



Distribuicdo Wishart

Distribuicao Wishart

Seja W ~ W,,(X,n) com X > 0e n> p. Entdo a densidade de W é dada
por

_ 1 n=p=l _1l7r(z—1lw)
W) = ooz ™ T e , w>0

Em que I'p( )—7TP(P ”Hr( 1—/)).

@ A funcdo caracteristica de W é dada por
ow(T) = I, — iM(T)Z| 72,

em que M(T) = Z tj(eie; + eje}), e; é a i-éssima coluna de 1.
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Distribuicdo Wishart

Distribuicao Wishart

Propriedades
e Se W~ W,(X,n) e Bpyg, entdo
B'WB ~ W,(B'SB, n).

Y 2PWE 2~ W (1,n)
Se W ~ W,(1,n) e Bpyq satisfaz B'B = /, entdo

B'WB ~ W,(/, n).
@ Se W ~ W,(X,n) e apx1 tal que a’¥a # 0, entdo
a'Wa/a'Ya ~ \2.

Sejam W1 ~ W,x, ni e Wy ~ W, np com W1 e W5 independentes,
entao

W1+ Wy ~ Wpk, np + np
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Distribuicao Wishart

Teorema (Cochran, 1934)
Sejam X,xp ~ Np(0,X) e Cpxpp simétrica, entao
n
Q@ X'CX ~ Z)\;WP(Z, 1), em que A1, -+, A, sdo os autovalores de C.

i=1
@ X'CX tem distribuicio Wishart sss C2 = C em cujo caso

X'CX ~ W,(Z, ),

com r = Tr(C) = rank(C).
© Se S for a matriz de covaridncia amostral, ent3o

nS ~ Wy(X,n—1).
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Distribution 72 de Hotelling
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Distribution T2 de Hotelling

Distribution 72 de Hotelling

Definicao
Sejam X ~ N,(0,1) e W ~ W, (I, n) com X e W independentes, entdo

nX'W™IX ~ T2

em que enota uma distribuicao e Hotelling com parametros p e
q T,ind t distribuicio T2 de Hotelling p tros p
n.

v

A distribuicio T2 de Hotelling é uma generalizacio da distribuicio T de
Student e desempenha um papel importante (como veremos ao longo da
disciplina) em testes de hipéteses.
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Distribution 72 de Hotelling

Propriedades

@ Se X~ Np(p,X) e W~ Wy(X, n) com X e W independentes, entdo

n(X — )W X —pu) ~ T2,
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Distribution T2 de Hotelling

Distribution 72 de Hotelling

Propriedades

@ Se X~ Np(p,X) e W~ Wy(X, n) com X e W independentes, entdo
n(X =) WX —p) ~ T2,

@ Se X e S s30 o vetor de médias e a matriz de covaridncia de uma
amostra aleatéria de tamanho n de uma N,(p, X), entdo

(n=1)(X = p) STHX = p) ~ T30y
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Distribution T2 de Hotelling

Distribution 72 de Hotelling

Propriedades
@ Se X~ Np(p,X) e W~ Wy(X, n) com X e W independentes, entdo
n(X =) WX —p) ~ T2,

@ Se X e S s30 o vetor de médias e a matriz de covaridncia de uma
amostra aleatéria de tamanho n de uma N,(p, X), entdo

(n=1)(X = p) STHX = p) ~ T30y

2 np
° szn - (n _ p+ 1) FP»”-P+1-
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Distribution T2 de Hotelling

Distribution 72 de Hotelling

Propriedades

@ Seja X o vetor de medias amostrais e seja S a matriz de covariancia
amostral de uma a.a. de tamanho n ~ N,(u, X). Entdo

n—p
P

e Sejam X ~ N,(0,/) e W ~ W,(I, n) com X e W independentes, entdo

1
XX (1 + xw—1x> ~ X2

e é independente de X'W™1X.

(x - M)/s—l(x - }UJ) ~ Fp,nfp

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)



Teorema Central do Limite

Teorema Central do Limite
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Teorema Central do Limite

Teorema Central do Limite

TCL

Sejam Xj,- -+, X, vetores atealtorios p-dimensionais iid com E(X;) = p e
V(X1) = X. Entdo,

z = V(X —p) B N(0.%)

SI
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