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Introdução

Várias das técnicas que serão vistas nesta disciplina baseiam-se na
suposição de Normalidade Multivariada.
Em alguns casos, a distribuição Normal Multivariada é uma boa
aproximação do fenômeno em estudo.
O Teorema Central do Limite (TCL) permitirá obter distribuições
aproximadas de estatísticas multivariadas.
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Definição

Distribuição Normal Multivariada
Seja X = (X1,X2, · · · ,Xp)′ um vetor aleatório p-dimensional. X tem
distribuição Normal Multivariada com vetor de medias µ e matriz de
covariância Σ > 0, denotado por X ∼ Np(µ,Σ), se sua função de densidade
é dada por

f (x) = 1
(2π)p/2|Σ|1/2

e−(x−µ)′Σ−1(x−µ)/2,

com −∞ < xi <∞,∀i = 1, · · · , p.

Para ver uma ilustração do caso bivariado entre aqui. —
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Definição
Teorema
Seja X ∼ Np(µ,Σ) e seja Σ1/2 a matriz raiz quadrada de Σ. Então
Y = Σ−1/2(X− µ) ∼ Np(0, I) e Y1, · · · ,Yp são v.a independentes
∼ N(0, 1).

Demostração:

y = Σ−1/2(x− µ)→ x = u(y) = Σ1/2y + µ.

J =
∣∣∣ ∂x
∂y′

∣∣∣ =
∣∣∣∂Σ1/2y + µ

∂y′
∣∣∣ =

∣∣∣Σ1/2
∣∣∣ = |Σ|1/2

(x− µ)′Σ−1(x− µ) = y′y

fY(y) = |J|fX(u(y)) = |Σ|1/2 1
(2π)p/2|Σ|1/2

e−y′y/2 = 1
(2π)p/2 e−y′y/2.

Carlos Trucíos (IMECC/UNICAMP) | ME731 | 7/23



Introdução Definição Propriedades Apêndice

Definição
Teorema
Seja X ∼ Np(µ,Σ) e seja Σ1/2 a matriz raiz quadrada de Σ. Então
Y = Σ−1/2(X− µ) ∼ Np(0, I) e Y1, · · · ,Yp são v.a independentes
∼ N(0, 1).

Demostração:

y = Σ−1/2(x− µ)→ x = u(y) = Σ1/2y + µ.

J =
∣∣∣ ∂x
∂y′

∣∣∣ =
∣∣∣∂Σ1/2y + µ

∂y′
∣∣∣ =

∣∣∣Σ1/2
∣∣∣ = |Σ|1/2

(x− µ)′Σ−1(x− µ) = y′y

fY(y) = |J|fX(u(y)) = |Σ|1/2 1
(2π)p/2|Σ|1/2

e−y′y/2 = 1
(2π)p/2 e−y′y/2.

Carlos Trucíos (IMECC/UNICAMP) | ME731 | 7/23



Introdução Definição Propriedades Apêndice

Definição
Teorema
Seja X ∼ Np(µ,Σ) e seja Σ1/2 a matriz raiz quadrada de Σ. Então
Y = Σ−1/2(X− µ) ∼ Np(0, I) e Y1, · · · ,Yp são v.a independentes
∼ N(0, 1).

Demostração:

y = Σ−1/2(x− µ)→ x = u(y) = Σ1/2y + µ.

J =
∣∣∣ ∂x
∂y′

∣∣∣ =
∣∣∣∂Σ1/2y + µ

∂y′
∣∣∣ =

∣∣∣Σ1/2
∣∣∣ = |Σ|1/2

(x− µ)′Σ−1(x− µ) = y′y

fY(y) = |J|fX(u(y)) = |Σ|1/2 1
(2π)p/2|Σ|1/2

e−y′y/2 = 1
(2π)p/2 e−y′y/2.

Carlos Trucíos (IMECC/UNICAMP) | ME731 | 7/23



Introdução Definição Propriedades Apêndice

Definição
Teorema
Seja X ∼ Np(µ,Σ) e seja Σ1/2 a matriz raiz quadrada de Σ. Então
Y = Σ−1/2(X− µ) ∼ Np(0, I) e Y1, · · · ,Yp são v.a independentes
∼ N(0, 1).

Demostração:

y = Σ−1/2(x− µ)→ x = u(y) = Σ1/2y + µ.

J =
∣∣∣ ∂x
∂y′

∣∣∣ =
∣∣∣∂Σ1/2y + µ

∂y′
∣∣∣ =

∣∣∣Σ1/2
∣∣∣ = |Σ|1/2

(x− µ)′Σ−1(x− µ) = y′y

fY(y) = |J|fX(u(y)) = |Σ|1/2 1
(2π)p/2|Σ|1/2

e−y′y/2 = 1
(2π)p/2 e−y′y/2.

Carlos Trucíos (IMECC/UNICAMP) | ME731 | 7/23



Introdução Definição Propriedades Apêndice

Definição
Teorema
Seja X ∼ Np(µ,Σ) e seja Σ1/2 a matriz raiz quadrada de Σ. Então
Y = Σ−1/2(X− µ) ∼ Np(0, I) e Y1, · · · ,Yp são v.a independentes
∼ N(0, 1).

Demostração:

y = Σ−1/2(x− µ)→ x = u(y) = Σ1/2y + µ.

J =
∣∣∣ ∂x
∂y′

∣∣∣ =
∣∣∣∂Σ1/2y + µ

∂y′
∣∣∣ =

∣∣∣Σ1/2
∣∣∣ = |Σ|1/2

(x− µ)′Σ−1(x− µ) = y′y

fY(y) = |J|fX(u(y)) = |Σ|1/2 1
(2π)p/2|Σ|1/2

e−y′y/2 = 1
(2π)p/2 e−y′y/2.

Carlos Trucíos (IMECC/UNICAMP) | ME731 | 7/23



Introdução Definição Propriedades Apêndice

Definição

Demostração:

Para provar que Y1, · · · ,Yp são N(0, 1) indepententes, basta reescrever a
densidade da normal multivariada.

fY(y) = 1
(2π)p/2 e−y′y/2 = 1

(2π)p/2 e
−

p∑
i=1

y2
i /2

fY(y) = 1
(2π)p/2 e

−
p∑

i=1
y2

i /2
=

p∏
i=1

1
(2π)1/2

e−y2
i /2︸ ︷︷ ︸

N(0,1)

Logo, pelo Teorema da fatoração, Y1, · · · ,Yp são N(0, 1) independentes.
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Propriedades

Seja X ∼ Np(µ,Σ).
1 A distribuição é simétrica em torno de µ.
2 A distribuição tem um único máximo em µ.
3 U = (X− µ)′Σ−1(X− µ) ∼ χ2p.
4 ϕX(t) = eit′µ− 1

2 t′Σt .
5 E(X) = µ e V(X) = Σ.
6 Y = Aq×pX + cq×1 ∼ Nq(Aµ+ c,AΣA′)
7 Qualquer combinação linear dos elementos de X tem distribuição

normal univariada.
8 Qualquer subconjunto de X tem distribuição Normal (multivariada).

Demostração:
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Propriedades
Marginais Normais implicam em Normalidade Multivariada?

Não!

Seja (X ,Y ) um vetor aleatório com densidade
f (x , y) = φ(x)φ(y) + h(x)h(y), (x , y) ∈ R2

em que φ(z) = 1√
2π

exp(−z2/2) e h(z) = (2πe)−1/2z3I[−1,1](z)

f (x , y) é de fato densidade (f (x , y) ≥ 0 e
∫ ∫

f (x , y) = 1) conjunta
mas não é Normal Bivariada.
fX (x) =

∫ ∞
−∞

f (x , y)dy = φ(x) e fY (y) =
∫ ∞
−∞

f (x , y)dx = φ(y)

O vetor aleatório (X ,Y ) com densidade f (x , y) tem marginais N(0, 1) mas
não tem distribuição normal bivariada.

Para mais exemplos ver o capítulo 10 de Stoyanov (2013).
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Distribuição condicional

Distribuição condicional
Seja X = (X1,X2)′ ∈ Rp com X1 ∈ Rk e X1 ∈ Rp−k então

X1|X2 = x2 ∼ Nk(µ1 + Σ12Σ−122 (x2 − µ2),Σ11 − Σ12Σ−122 Σ21),

em que µ = (µ1, µ2)′ e

Σ =
(

Σ11 Σ12
Σ21 Σ22

)
e |Σ22| > 0.
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Distribuição condicional: Demostração
Por definição

fX1|X2=x2 = fX(x1, x2)
fX2(x2) = |Σ|−1/2(2π)−p/2e− 1

2 (x−µ)′Σ−1(x−µ)

|Σ22|−1/2(2π)−(p−k)/2e− 1
2 (x2−µ2)′Σ−122 (x2−µ2)

Por propriedade de determinantes

|Σ|−1/2 = |Σ22|−1/2|Σ11 − Σ12Σ−122 Σ21|−1/2

Assim,

|Σ|−1/2(2π)−p/2

|Σ22|−1/2(2π)−(p−k)/2 = |Σ11 − Σ12Σ−122 Σ21|−1/2(2π)−k/2
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Distribuição condicional: Demostração
Por outro lado, precisamos calcular

e−
1
2 [(x−µ)′Σ−1(x−µ)−(x2−µ2)′Σ−122 (x2−µ2)]

Seja C11 = (Σ11 − Σ12Σ−122 Σ21)−1, então (x− µ)′Σ−1(x− µ) =(
x1 − µ1
x2 − µ2

)′( C11 −C11Σ12Σ−122
−Σ−122 Σ21C11 Σ−122 + Σ−122 Σ21C11Σ12Σ−122

)(
x1 − µ1
x2 − µ2

)
=

(x1 − µ1)′C11(x1 − µ1)− (x2 − µ2)′Σ−122 Σ21C22(x1 − µ1)−
(x1 − µ1)′C11Σ12Σ−122 (x2 − µ2) + (x2 − µ2)′Σ−122 (x2 − µ2)+
(x2 − µ2)′Σ−122 Σ21C11Σ12Σ−122 (x2 − µ2)

= [(x1 − µ1)− Σ12Σ−122 (x2 − µ2)]′C11[(x1 − µ1)− Σ12Σ−122 (x2 − µ2)]
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(x1 − µ1)′C11Σ12Σ−122 (x2 − µ2) + (x2 − µ2)′Σ−122 (x2 − µ2)+
(x2 − µ2)′Σ−122 Σ21C11Σ12Σ−122 (x2 − µ2)

= [(x1 − µ1)− Σ12Σ−122 (x2 − µ2)]′C11[(x1 − µ1)− Σ12Σ−122 (x2 − µ2)]
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Distribuição condicional: Demostração

Então, fX1|X2=x2(x1, x2) =
1

(2π)k/2|C11|1/2
e− 1

2 [(x1−µ1)−Σ12Σ−122 (x2−µ2)]′C11[(x1−µ1)−Σ12Σ−122 (x2−µ2)]

que é a densidade de uma Nk(µ1 + Σ12Σ−122 (x2 − µ2),C11)
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Apêndice
Decomposição espectral
Toda matriz simétrica Ap×p pode ser escrita como

A = PΛP ′ =
p∑

i=1
λieie′i ,

em que
Λ = diag(λ1, · · · , λp)

com λ1, · · · , λp sendo os autovalores e

P = (e1, · · · , ep)

é uma matriz ortonormal com os autovetores (associados os seus
respectivos autovalores) de A.
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Apêndice

Matrizes particionadas

Sejam X =
(

X1
X2

)
, A =

(
A11 A12
A21 A22

)
e B =

(
B11 B12
B21 B22

)
então:

X′ = (X′1,X′2)
X′A = [X′1A11 + X′2A21 X′1A12 + X′2A22]
X′AX = X′1A11X1 + X′2A21X1 + X′1A12X2 + X′2A22X2

AB =
(

A11B11 + A12B21 A11B12 + A12B22
A21B11 + A22B21 A21B12 + A22B22

)
Se A for simétrica e quadrada |A| = |A22||A11 − A12A−122 A21|
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Apêndice

Matrizes particionadas

Se A =
(

A11 A12
A21 A22

)
for simétrica e quadrada,

A−1 =
(

C11 C12
C21 C22

)
,

com
C11 = (A11 − A12A−122 A21)−1,
C12 = −C11A12A−122 ,
C21 = −A−122 A21C11 e
C22 = A−122 + A−122 A21C11A12A−122
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Matriz raíz quadrada
Seja Ak×k > 0 com decomposição especral. A matriz raíz quadrada de A,
denotada por A1/2 é dada por

A1/2 =
k∑

i=1

√
λieie′i = PΛ1/2P ′.

Observação: A1/2A1/2 = A e A1/2A−1/2 = I.

De fato, podemos definir qualquer potência da matriz A como

Aα = PΛαP ′.
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Distâncias
Sejam x, y ∈ Rp. A distância d : R2p → R+ tal que:

d(x , y) > 0, ∀x 6= y
d(x , y) = 0, sss x = y
d(x , y) ≤ d(x , z) + d(y , z), ∀x , y , z .

A distância Euclidiana entre dois pontos x e y é definida como

d2(x, y) = (x− y)′I(x− y)

A distância de Mahalanobis entre dois pontos x e y é definida como

d2(x, y) = (x− y)′Σ−1(x− y),

em que Σ é a matriz comum de covariância.
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Teorema de Sklar
Seja F uma função distribuição p-dimensional com marginais FX1 , · · · ,FXp .
Então, existe uma cópula p-dimensional C , tal que ∀x ∈ Rp:

F (x1, · · · , xp) = C{FX1(x1), · · · ,FXp (xp)}. (1)

Se FX1 , · · · ,FXp são todas contínuas, então C é unica.
Por outro lado, se C é uma cópula e FX1 , · · · ,FXp são funções distribuição,
então F definida por (1) é uma função distribuição p-dimensional com
marginais FX1 , · · · ,FXp .
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