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Introducao

@ Varias das técnicas que serdo vistas nesta disciplina baseiam-se na
suposicdo de Normalidade Multivariada.

@ Em alguns casos, a distribuicio Normal Multivariada é uma boa
aproximacdo do fendmeno em estudo.

@ O Teorema Central do Limite (TCL) permitird obter distribuicGes
aproximadas de estatisticas multivariadas.
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Definicdo

Definicao

Distribuicdo Normal Multivariada

Seja X = (X1, X2, -+, Xp)' um vetor aleatério p-dimensional. X tem
distribuicao Normal Multivariada com vetor de medias i e matriz de
covariancia ¥ > 0, denotado por X ~ N,(u, X), se sua funcdo de densidade
é dada por
1 ry—1
— = o (=) T (x=p)/2
"= G /

com —oco < x; < oo,Vi=1,---,p.
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Definicao

Distribuicdo Normal Multivariada

Seja X = (X1, X2, -+, Xp)' um vetor aleatério p-dimensional. X tem
distribuicao Normal Multivariada com vetor de medias i e matriz de
covariancia ¥ > 0, denotado por X ~ N,(u, X), se sua funcdo de densidade
é dada por
1 ry—1
— = o (=) T (x=p)/2
"= G /

com —oco < x; < oo,Vi=1,---,p.

Para ver uma ilustracdo do caso bivariado entre aqui. —
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Teorema

Seja X ~ Np(p, X) e seja ¥1/2 3 matriz raiz quadrada de . Entdo
Y =X Y2(X — p) ~ Ny(0,1) e Y1, , Y, sdo v.a independentes
~ N(0,1).

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)



Definicdo

Definicao

Teorema

Seja X ~ Np(p, X) e seja ¥1/2 3 matriz raiz quadrada de . Entdo
Y =X Y2(X — p) ~ Ny(0,1) e Y1, , Y, sdo v.a independentes
~ N(0,1).

Demostracao:

oy =T (x—p) > x=u(y) =Ty +p.
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Definicdo
Definicao

Teorema

Seja X ~ Np(p, X) e seja ¥1/2 3 matriz raiz quadrada de . Entdo
Y =X Y2(X — p) ~ Ny(0,1) e Y1, , Y, sdo v.a independentes
~ N(0,1).

Demostracao:
o y=Y"12(x—p) = x=u(y) = X%y + p.

|
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Definicdo
Definicao

Teorema

Seja X ~ Np(p, X) e seja ¥1/2 3 matriz raiz quadrada de . Entdo
Y =X Y2(X — p) ~ Ny(0,1) e Y1, , Y, sdo v.a independentes
~ N(0,1).

Demostracao:

oy =T (x—p) > x=u(y) =Ty +p.

0 J= ‘3; — )W“ _ ‘21/2) 5|22

o (x— )T M x—p)=yy
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Definicdo
Definicao

Teorema

Seja X ~ Np(p, X) e seja ¥1/2 3 matriz raiz quadrada de . Entdo
Y =X Y2(X — p) ~ Ny(0,1) e Y1, , Y, sdo v.a independentes
~ N(0,1).

Demostracao:

oy =T (x—p) > x=u(y) =Ty +p.

ox oXY2y 1
| OX | | OETTTY TR 12| yy/2
OJ_‘ﬁy’_’ oy’ ‘_‘Z ’_‘Z|
o (x— )T M x—p)=yy
1 / 1 )
— — Iyt~ aYy/2 —-y'y/2
o fy(y) = HI&(u(y)) = |Z]| (27T)p/2’z|1/ze (27T)p/2e :
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Demostracao:

Para provar que Yi,---, Y, sdo N(0, 1) indepententes, basta reescrever a
densidade da normal multivariada.
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Definicdo

Definicao

Demostracao:

Para provar que Yi,---, Y, sdo N(0, 1) indepententes, basta reescrever a
densidade da normal multivariada.

p
1 2 Nk
— -y'y/2 _ i=1
fY(Y) (27r)P/2 € (27r)p/2 €
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Definicdo

Definicao

Demostracao:
Para provar que Yi,---, Y, sdo N(0, 1) indepententes, basta reescrever a
densidade da normal multivariada.
p
1 , - Zylz/z
fy(y) = (27r)P 2e_y y/2 — (271-)P 2e i=1
P
1 - Zy,'z/z p 1 )
fy(y) = (27T)p/2e i=1 = ,:1_[1 (27T)1/2e ¥i/2
N(0,1)
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Definicdo

Definicao

Demostracao:
Para provar que Yi,---, Y, sdo N(0, 1) indepententes, basta reescrever a
densidade da normal multivariada.
p
) , > yE2
fr(y) = )P ey y/2 — 2ny? se i=1
P
1 - Zy,'z/z p 1 )
fy(y) = (27r)P/2e i=1 — ’:Hl (27‘()1/26 yi/2
W
Logo, pelo Teorema da fatoracdo, Y1,--- , Yy sdo N(0,1) independentes.
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Propriedades

Seja X ~ Np(p, X).

© A distribuicdo é simétrica em torno de p.

@ A distribuicdo tem um dnico maximo em p.

@ U=(X— YT I (X—p) ~ 2

0 ox(t) = olt u—%t’it.

Q@ EX)=p e V(X)=%L

O Y = Ay pX + cgx1 ~ Ng(Ap + ¢, AXA')

@ Qualquer combinacdo linear dos elementos de X tem distribuicdo
normal univariada.

@ Qualquer subconjunto de X tem distribuicdo Normal (multivariada).
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Propriedades

Propriedades

Seja X ~ Np(p, X).

© A distribuicdo é simétrica em torno de p.
@ A distribuicdo tem um dnico maximo em p.
@ U=(X— YT I (X—p) ~ 2
e ox(t) = olt u—%t’it.
EX)=p e V(X)=EL
@ Y = AgxpX + cgx1 ~ Ng(Ap + ¢, ALA')
@ Qualquer combinacdo linear dos elementos de X tem distribuicdo
normal univariada.
@ Qualquer subconjunto de X tem distribuicdo Normal (multivariada).

Demostracao:
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Marginais Normais implicam em Normalidade Multivariada?
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Marginais Normais implicam em Normalidade Multivariada? Nao!
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Propriedades

Marginais Normais implicam em Normalidade Multivariada? Nao!

Seja (X, Y) um vetor aleatério com densidade

f(x,y) = ¢(x)é(y) + h(x)h(y), (x,y) € R?

em que ¢(z) = \/12? exp(—2%/2) e h(z) = (2me)"Y223_q 1)(2)
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Propriedades
Propriedades

Marginais Normais implicam em Normalidade Multivariada? Nao!

Seja (X, Y) um vetor aleatério com densidade

f(x,y) = ¢(x)é(y) + h(x)h(y), (x,y) € R?

em que ¢(z) = \/127 exp(—2%/2) e h(z) = (2me)"Y223_q 1)(2)

e f(x,y) é de fato densidade (f(x,y) > 0e [ [f(x,y) =1) conjunta
mas ndo € Normal Bivariada. o

o fxl)= [ Fxydy =000 e frly)= [ Flxy)dx=oly)

—00 —0o0

O vetor aleatédrio (X, Y) com densidade f(x,y) tem marginais N(0,1) mas
ndo tem distribuicdo normal bivariada.
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Propriedades
Propriedades

Marginais Normais implicam em Normalidade Multivariada? Nao!

Seja (X, Y) um vetor aleatério com densidade

f(x,y) = ¢(x)é(y) + h(x)h(y), (x,y) € R?

em que ¢(z) = \/12? exp(—2%/2) e h(z) = (2me)"Y223_q 1)(2)

e f(x,y) é de fato densidade (f(x,y) > 0e [ [f(x,y) =1) conjunta
mas ndo € Normal Bivariada. o

o fxl)= [ Fxydy =000 e frly)= [ Flxy)dx=oly)

—00 —0o0

O vetor aleatédrio (X, Y) com densidade f(x,y) tem marginais N(0,1) mas
ndo tem distribuicdo normal bivariada.

Para mais exemplos ver o capitulo 10 de Stoyanov (2013).
Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP) | ME731 |
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Distribuicao condicional

Distribuicdo condicional

Seja X = (X1, X2)" € RP com X; € R¥ e X; € RP™F entdo

X1[Xz = xo ~ Nie(p1 + T12X55 (%2 — p12), T11 — L1055, To1),
em que p = (p1,p12) €

s _ ( 11 X2

e |Xon| > 0.
201 z22) [222]
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Propriedades

Distribuicao condicional: Demostracao

Por definicdo

flxixa) S TM3(2m)pRem B E m)
fo(X2) [ San|1/2(2m)~(P—K)/2e= 300 12) T (xa—p2)

fX1|X2:X2 -
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Propriedades

Distribuicao condicional: Demostracao

Por definicdo

(x1,%2) S| Y2 (2m) P26 bk T k)

fx,(x2) |222|71/2(27T)7(p7k)/2e*%(X2*#2),22_21(X2*#2)

fX1|X2:X2 -

Por propriedade de determinantes

|72 = | T 2|11 — T1aT 50 Ty [H2
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Propriedades

Distribuicao condicional: Demostracao

Por definicdo

. fX(Xl,Xz) . ’2|—1/2(2ﬂ_)—p/2e_%(x_u)/ 71(X—/L)

A . =
Xi|Xo=x fx,(x2) IS 00| ~1/2(27)~(P—K)/2¢~ 3 (xo—p2)' T35 (x2—p12)

Por propriedade de determinantes
T2 = [Soo M2 [T01 — T12T55 Ton |72
Assim,

\Z|‘1/2(27T)"’/2

= ’211 — 21222_21221‘71/2(271')7/(/2
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Distribuicao condicional: Demostracao

Por outro lado, precisamos calcular

o= 3 1(—n) T (x—pr) = (x2—p12) T3, (xa—pi2)]
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Propriedades

Distribuicao condicional: Demostracao

Por outro lado, precisamos calcular

o= 3 1(—n) T (x—pr) = (x2—p12) T3, (xa—pi2)]

Seja C11 = (X911 — 21222_21221)_1, entdo (x — )T (x — p) =
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Propriedades

Distribuicao condicional: Demostracao

Por outro lado, precisamos calcular

o= 3 1(—n) T (x—pr) = (x2—p12) T3, (xa—pi2)]

Seja C11 = (X911 — 21222_21221)_1, entdo (x — )T (x — p) =

< X1 — fi1 )/( Cui1 —C XY > < X1 — p1 > _
Xo — [i2 B WS NI CTRED NN ED Ww WIT GTD MY vy X2 — [
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Propriedades

Distribuicao condicional: Demostracao

Por outro lado, precisamos calcular

o 3 [(x—p) T (x—p) —(x2—2) T35 (x2—p12)]
Seja C11 = (X911 — 21222_21221)_1, entdo (x — )T (x — p) =
< X1 — fi1 )/( Cui1 —C XY > < X1 — p1 > _
Xo — [i2 B WS NI CTRED NN ED Ww WIT GTD MY vy X2 — [

(x1 = 1) Cua(x1 = ) = (x2 = p12) T35 T G2(x1 — 1) —
(x1 — 1) CLiX1o X 00 (X2 — 1) + (X2 — p12) ozt (X2 — p2)+
(x2 = 12)' L5 L1 Cl1T125 55 (%2 — p12)
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Propriedades

Distribuicao condicional: Demostracao

Por outro lado, precisamos calcular

o 3 [(x—p) T (x—p) —(x2—2) T35 (x2—p12)]
Seja C11 = (X911 — 21222_21221)_1, entdo (x — )T (x — p) =
< X1 — fi1 )/( Cui1 —C XY > < X1 — p1 > _
Xo — [i2 B WS NI CTRED NN ED Ww WIT GTD MY vy X2 — [

(x1 = 1) Cua(x1 = ) = (x2 = p12) T35 T G2(x1 — 1) —
(x1 — 1) CLiX1o X 00 (X2 — 1) + (X2 — p12) ozt (X2 — p2)+
(x2 = 12)' L5 L1 Cl1T125 55 (%2 — p12)

= [(x1 — p1) — T12X57 (x2 — p12)] Cra[(x1 — p1) — T12T07 (X2 — 12)]

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP) | ME731 | 14/23




Propriedades

Distribuicao condicional: Demostracao

Entao, fX1|X2:x2(x17X2) =

e*%[(Xl*Nl)*zuz;gl(XZ*#z)]lcll[(XI*HI)*ZIZZ;;(XZ*IJZ)]
(21)K/2] Cy1 |12

que é a densidade de uma N (p1 + 2122521(X2 — u2), Ci1)
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Apéndice

Decomposicao espectral

Toda matriz simétrica Apx, pode ser escrita como

P
A= PNP' =" \ee],
i=1

em que
A= diag()‘b o 7)‘P)

com Ap,- -+, \p sendo os autovalores e
P= (ela"' 7eP)

é uma matriz ortonormal com os autovetores (associados os seus
respectivos autovalores) de A.
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Matrizes particionadas

SejamX:<X1> A:<A11 Alz)eB:<Bll 812)entéo:

Xy )
°o X' = ( /17X/2)
o X'A=[X]A11 +X5An X|A1 + X5A5]

o X'AX = X’1A11X1 + X/2A21X1 + X/1A12X2 -+ X’2A22X2
o AB — ( A11B11 + A12B21 A11Bio + A12B2»

A21B11 + A2nBo1 A21Bio + A2 B2

@ Se A for simétrica e quadrada |A| = |Ax||A11 — A12A§21A21|

Ax Ax B>1 Bx»

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)
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Matrizes particionadas

Se A= ( A Aw ) for simétrica e quadrada,

Axi A
_ i1 Go
A= :
( 1 G )

Ci1 = (A1 — AAys Asr) L,
Cia = —Ci1A1AS,

Cor = —A3An G e

Coo = Ay + Axst Aot Cr1 A1 Ay

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)
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Matriz raiz quadrada

Seja Agxkx > 0 com decomposicdo especral. A matriz raiz quadrada de A,
denotada por A/2 ¢ dada por

k
A2 =N /Neie; = PNV2P.
i=1

Observacio: A/2AY2 = Ae AV2A1/2 = |
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Apéndice

Apéndice

Matriz raiz quadrada

Seja Agxkx > 0 com decomposicdo especral. A matriz raiz quadrada de A,
denotada por A/2 ¢ dada por

k
A2 =N /Neie; = PNV2P.
i=1

Observacio: A/2AY2 = Ae AV2A1/2 = |

De fato, podemos definir qualquer poténcia da matriz A como

A% = PAP'.

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)
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Sejam x,y € RP. A distancia d : R?? — R, tal que:
e d(x,y) >0, Vx=#y
@ d(x,y)=0, sssx=y
o d(x,y) <d(x,z)+d(y,z), Vx,y,z.
A distancia Euclidiana entre dois pontos x e y é definida como

d*(x,y) = (x —y)'l(x —y)

A distancia de Mahalanobis entre dois pontos x e y é definida como

d?(x,y) = (x—y)T H(x—y),

em que X é a matriz comum de covariancia.
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Teorema de Sklar

Seja F uma fungdo distribuicdo p-dimensional com marginais Fx,, - - , Fx,.
Ent3o, existe uma cépula p-dimensional C, tal que Vx € RP:

Flxa, -+ ) = C{Fx (), - Fx,(%p) ) (1)
Se Fx,,- -, Fx, sdo todas continuas, entdo C € unica.
Por outro lado, se C € uma cépula e Fx,, -, Fx, sdo funcdes distribuicdo,
entdo F definida por (1) é uma func3o distribuicdo p-dimensional com
marginais Fx;, -, Fx,.
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