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Definicdes basicas
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Definicdes basicas

Definicoes basicas

Seja X = (X1, X2, -+, Xp)" um vetor aleatério p-dimensional, ent&o a
funcdo de distribuicdo acumulada é dada por:

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)



Definicdes basicas

Definicoes basicas

Seja X = (X1, X2, -+, Xp)" um vetor aleatério p-dimensional, ent&o a
funcdo de distribuicdo acumulada é dada por:

F(x)=P(X <x)=P(X1 <x1, , Xp < Xxp).

Focaremos apenas no caso em que X é (absolutamente) continua. Entdo

@ Funcdo distribuicao:

F(x):/X f(u)d(u):/X;--'/X;f(ul,--' , Up)duy - - - dup.

@ Funcdo densidade:
OPF(x)

fl) = Ox1 -+ 0xp
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Definicdes basicas

Definicoes basicas

Consideremos X = (X1, X2)' em que X; € R e X, € RPK,

@ Distribuicado marginal de Xj:
F(xl) - P(Xl le) - P(Xl SXL'" 7Xk S,Xk,OO,“' 700)'
@ Densidade marginal de Xj:
fi(x1) = / (x)dxs

Observacdo: as marginais para X, sdo definidas de forma semelhante.
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Definicdes basicas

Definicoes basicas

Consideremos X = (X1, X2)' em que X; € R e X, € RPK,

@ Distribuicado marginal de Xj:
F(xl) - P(Xl le) - P(Xl SXL'" 7Xk S,Xk,OO,“' 700)'

@ Densidade marginal de Xj:

fi(x1) = / 7 F(x)dxo

Observacdo: as marginais para X, sdo definidas de forma semelhante.

Cuidado: Diferentes densidades podem ter as mesmas marginas.
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Definicdes basicas

Definicoes basicas

Exemplo:
Sejam as densidades

o fix;,x)=1 0<x,x <1,
o f(x1,x)=1+2x1—1)(2x2—1), 0<xp,x <1,
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Definicdes basicas

Definicoes basicas

Exemplo:
Sejam as densidades

o fix;,x)=1 0<x,x <1,
o f(x1,x)=1+2x1—1)(2x2—1), 0<xp,x <1,

Para o primeiro caso: fi(x1) = fh(x2) = 1.
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Definicdes basicas

Definicoes basicas

Exemplo:
Sejam as densidades

o fix;,x)=1 0<x,x <1,
o f(x1,x)=1+2x1—1)(2x2—1), 0<xp,x <1,

Para o primeiro caso: fi(x1) = fh(x2) = 1.

Para o segundo caso:
1
o filx) = / 14+ (2x — )20 —Ddo=1+2x —1)x0=1
0
1
o Hlx) = / 14+ (2x — )20 —Dda =1+ 2% -1)x0=1
0

Marginais iguais mas densidades diferentes.
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Definicdes basicas

Definicoes basicas

@ Densidade condicional de X, dado X; = xi:

f(Xl, X2)
fi(x1)

@ Independéncia: X; e X5 s3o independentes sss

f(xalx1) =

f(x2[x1) = f(x2),
ou, equivalentemente,

f(X) = fl(Xl)fz(Xg).
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Definicdes basicas

Definicoes basicas

@ Densidade condicional de X, dado X; = xi:

f(Xl, X2)
fi(x1)

@ Independéncia: X; e X5 s3o independentes sss

f(xalx1) =

f(x2[x1) = f(x2),
ou, equivalentemente,

f(X) = fl(Xl)fz(Xg).
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Momentos
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Momentos

Valor esperado

Seja X um vetor aleatério p-dimensional com densidade f(x). Ent3o,

EX; [ x1fi(x1)dx 1
EXp S xpfp(xp)dxp Hp
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Momentos

Valor esperado

Seja X um vetor aleatério p-dimensional com densidade f(x). Ent3o,

EX; [ x1fi(x1)dx 1
EXp S xpfp(xp)dxp Hp

Se X for uma matriz aleatéria g x p (i.e. os elementos Xj; sdo variaveis
aleatdrias), entdo

EX11 EXp - EXip
EX=| 1
H'Z)<q1 IE)(qZ T EXQP
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Momentos

Valor esperado

Propriedades
Seja X € RP um vetor aleatério p-dimensional. Ent3o:

@ Sejam Agxp € bgx1 constantes, entdo E(AX + b) = AE(X) + b.

@ Sejam Agxp € Bixr, entdo E(AXB) = AE(X)B.

@ Se X e Y sdo vetores aleatérios independentes da mesma dimens3o,
entdo E(XY’) = EXEY’

@ Sejam X e Y vetores aleatérios da mesma dimens3o e sejam ae b
constantes, entdo E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y). (o mesmo vale para
A e B matrices com as dimensdes apropriadas)

Desde que todas as esperancas existam.
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Momentos

Valor esperado

Demostracao:
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Momentos

Valor esperado

Seja g(x) : RP — R (fungdo escalar), entdo:
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Momentos
Valor esperado

Seja g(x) : RP — R (fungdo escalar), entdo:

Seja G(x) = {gij(x)} : RP — R¥*! (funcdo matricial), entdo:

E(G(X)) = {E[gy(x)]}-

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)



Momentos

Matriz de covariancia

Seja X um vetor aleatério p-dimensional com densidade f(x). Entdo, a
matriz de covariancia é dada por

V(X) =E[(X = p)(X = p)] = X = {0},
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Momentos

Matriz de covariancia

Seja X um vetor aleatério p-dimensional com densidade f(x). Entdo, a
matriz de covariancia é dada por

V(X) = E[(X = p)(X = p) ] = T = {0y},
De forma mais geral, sejam X € RP e Y € RY dois vetores aleatérios,

Cov(X,Y) = E[(X — ux)(y — )] = Txv
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Momentos

Matriz de covariancia

Seja X um vetor aleatério p-dimensional com densidade f(x). Entdo, a
matriz de covariancia é dada por

V(X) = E[(X = p)(X = p) ] = T = {0y},
De forma mais geral, sejam X € RP e Y € RY dois vetores aleatérios,
Cov(X,Y) =E[(X — ux)(y — uy)] = Zxy
A matriz de correlac3o é definida como
R = l)—1/2ZD—1/27

em que D = diag(X).
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Momentos
Matriz de covariancia

Propriedades

Ojj = (COV(X;, XJ) e ojj = V(X,) = 01-2.
T = E(XX') — pp'

Seja a um vetor de constantes (1 x p), V(aX) = aXd’.

> >0.

Sejam Agxp € bixp matrices ndo aleatdrias, entdo V(AX + b) = AXA
Cov(X, X) = V(X).

Txy = Thy.

Cov(X+Y,Z) =Cov(X,Z)+ Cov(Y, Z).

Se p=gq, V(X+Y)=V(X)+ Cov(X,Y) + Cov(Y, X) + V(Y).
Sejam A e B matrices com dimens3o apropriada, entdo

Cov(AX, BY) = ACov(X,Y)B.

Se X e Y sdo independentes, entdo Cov(X,Y) =0
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Momentos

Matriz de covariancia

Demostracao:
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Momentos
Momentos condicionais

Seja o vetor aleatério p-dimensional X = (X1, X2)’, com X; € Rk e
X5 € RP~k. Entio,

E(Xi+1|X1 = x1)

o E(Xz|X1 =x;1) = :
E(Xp|X1 = x1)

o V(Xz|X1 = x1) = E(XoX5|X1 = x1) — E(X2|X1 = x1)E(X5|X1 = x1)
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Momentos
Momentos condicionais

Seja o vetor aleatério p-dimensional X = (X1, X2)’, com X; € Rk e
X5 € RP~k. Entio,

E(Xi+1|X1 = x1)

o E(Xz|X1 =x;1) = :
E(Xp|X1 = x1)

o V(Xz|X1 = x1) = E(XoX5|X1 = x1) — E(X2|X1 = x1)E(X5|X1 = x1)

Propriedades

o E(X2) = E[E(Xz[Xq)].
e V(Xp) = E[V(X2]X1)] + V[E(X2]X1)]
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Momentos
Momentos

Exemplo: Seja X = (X, X2, X2)' com densidade

f(X) = 2X2(X1 +X3)a 0< X1, X2, X3 < 1.

Calcular E(X), V(X), E((Xl, XQ)/‘XQ = X3) e V(Xl, X2)/‘X2 = X3).
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Momentos
Momentos

Exemplo: Seja X = (X, X2, X2)' com densidade

f(X) = 2X2(X1 +X3)a 0< X1, X2, X3 < 1.

Calcular E(X), V(X), E((Xl, XQ)/‘XQ = X3) e V(Xl, XQ)/‘XQ = X3).
Solucao
© Calcular as marginais.

o f(xi,x3)=x1+x3, 0<xi,x3,<lef(x)=2x 0<x<l.
o filx1)=x1+1/2, 0<x3<1.
o f(x3) =x3+1/2, 0<x3<1.

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)




Momentos
Momentos

1
/0 X1(X1 + 1/2)dX1

EX; ) 7/12
EX=| EX; | = / x2(2x2) dxa = 2/3
EX3 0 7/12
/0 X3(X3 + 1/2)dX3
V(X1) 0  Cov(X1,X3) Zoo0 2
VX = 0 V(X2) 0 =| 0 £ 0O
Cov(X1,X3) 0 V(X3) - 0 i
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Momentos

Momentos

Ainda precisamos calcular E((X1, X2)'| X2 = x3) e V(X1, X2)'| X2 = x3).
@ Calcular as distribuicdes condicionais.

fx1,x2,x3) _ 4xa(x1 + x3)
f(X3) 2x3 + 1
f(Xl,X3) 2(X1 —|-X3)
° flabs) = =5 a1l oS
] f(Xg‘Xg,) = f(X2) =2x, 0<x <1.

] f(Xl, X2|X3) =

, 0<x,x < 1.

Carlos Trucios (IMECC/UNICAMP)




Momentos
Momentos

Ainda precisamos calcular E((X1, X2)'| X2 = x3) e V(X1, X2)'| X2 = x3).
@ Calcular as distribuicdes condicionais.

fx1,x2,x3) _ 4xa(x1 + x3)
f(X3) 2x3 + 1
f(Xl,X3) 2(X1 —|-X3)
° flabs) = =5 a1l oS
] f(Xg‘Xg,) = f(X2) =2x, 0<x <1.

o f(x1,x|x3) = , 0<x,x <1

1 2+3X3
X: _ [ EXiXzs=x3) \ [ =
(5 )m=n) = (B33 - (s )
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Momentos
Momentos

\Y% X1 X5 =x3 | = V(X1 X3 = x3) Cov(X1, X2| X3 = x3)
3=2X3 Cov(X1, Xo| X3 = x3) V(Xa| X3 = x3)
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Momentos
Momentos

Y Xl ’X3 =x3| = V(XI‘X3 = X3) COV(X17X2‘X3 — X3)
Xo (COV(Xl,X2|X3 = X3) V(X2|X3 _ X3)

Como X; e (X1, X3) sdo independentes

i 6X32+GX3+1

(VX Xs=x3) 0\ = T8 0) 0
_< 103 ’ V(X2)>_ 18( (2X§+1)2) 1/18
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Momentos

Outros momentos

@ O k-éssimo momento central para as variaveis Xj,---, X;, é dado por
Jly s s . Y
Wiy ie = E{nt:].(x’t — Wi ) t}?

emque j; #0, Vteji+---+js =k
@ Sejam X e Y iid. Entdo uma medida multivariada de assimetria é a
seguinte:
Brp=E[X —p)EHY — )P

@ Uma medida multivariada de curtose é a seguinte:

Bap = E[(X — ) TH(X — p))?
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Momentos

Outros momentos

@ O k-éssimo momento central para as variaveis Xj,---, X;, é dado por
Jly s s . Y
Wiy ie = E{nt:].(x’t — Wi ) t}?

emque j; #0, Vteji+---+js =k
@ Sejam X e Y iid. Entdo uma medida multivariada de assimetria é a
seguinte:
Brp=E[X —p)EHY — )P

@ Uma medida multivariada de curtose é a seguinte:

Bap = E[(X — ) TH(X — p))?

Existem diversas medidas multivariadas de assimetria e kurtose.
As aqui definidas sio as propostas por Mardia (1970).
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Func¢3o caracteristica

Funcao caracteristica
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Func¢3o caracteristica

Funcao caracteristica

Definicao

Seja X € RP um vetor aleatério p-dimensional com densidade f(x). A
funcdo caracteristica de X é uma funcdo ¢x : RP — C definida como

ox(t) = E(etX) — / e f(x)dx, t€RP
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Func¢3o caracteristica

Funcao caracteristica

Definicao
Seja X € RP um vetor aleatério p-dimensional com densidade f(x). A
funcdo caracteristica de X é uma funcdo ¢x : RP — C definida como

ox(t) = E(etX) — / e f(x)dx, t€RP

Propriedades:

e vx(0)=1

° [ox(t) < 1.

@ Dois vetores aleatérios tem a mesma funcdo caractertistica sss tem a
mesma distribuic3o.
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Func¢3o caracteristica

Funcao caracteristica

Propriedades:

@ Seja X = (X1,X3) com X; € R9 e X, € RP~9. Os vetores aleatérios
X1 e X, s3o independentes sss

ex(t) = ox, (t1)ex,(t2),

em que t = (t1,t2)".
@ Se X e Y sdo vetores aleatérios p-dimensionais independentes, entdo

ex+v(t) = ex(t)py(t)
@ A func3o caracteristica das marginais X; sdo

@Xl(tl) = @X(tlaoa T ’O)a T ?SOXp(tP) = SDX(Ov 07 T tp)

E(Xx/) _ a2(;0X(t)

° E(X) otor’ ‘t:O

:lﬁwx(t)’
i ot li=0
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Func¢3o caracteristica

Funcao caracteristica

Propriedades:

o Vjxy>0,k=1,--- ,pet=(t1,---,tp), temos que
. . 1 1+ t
E(X % - x XP) = — [81 A Pgox(. )}
I P 81‘{---81{," t=0

@ Se px(t) for absolutamente integravel (ou seja, se
o0

lox(t)|dt < 00), entdo X tem densidade

—00
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Func¢3o caracteristica

Funcao caracteristica

Propriedades:

o Vjxy>0,k=1,--- ,pet=(t1,---,tp), temos que
. . 1 1+ t
E(X % - x XP) = — [81 A Pgox(. )}
I P 81‘{---81{," t=0

@ Se px(t) for absolutamente integravel (ou seja, se
o0

lox(t)|dt < 00), entdo X tem densidade

—00

Esta dltima propriedade é conhecida como férmula da inversao.
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Func¢3o caracteristica

Funcao caracteristica

Definicao

A func3o caracteristica de uma matriz aleatéria X é dada por
(PX(T) _ E(eiTr(T/X))’

em que T e X sdo da mesma dimens3o.
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Derivadas matriciais

Derivadas matriciais
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Derivadas matriciais
Derivadas matriciais

Definicao
/

Seja f : RP — R uma funcdo de x = (xq, -+ ,xp)’,
of
8X1
A I I
ox  loxJ éf ox' Lox)’
Oxp
A derivada de segunda ordem é dada por
0*f _ ( 0*f )
oxOx'  \Ox0x;/
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Derivadas matriciais

Derivadas matriciais

Sejam x = (x1,- - ,xp) ey =(y1,-- ,¥p)
oy _jony | P
S I
dx Ixp
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Derivadas matriciais

Derivadas matriciais

Propriedades:
. Ox'a  Oa'x
88)’(A o Ox
o XX _ (A+ A)x
X
O0Ax
=A
X
TN
XAx
® oxox At+A
. ox'x o
ox
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Derivadas matriciais
Derivadas matriciais

Definicao

Sejam f(X) : R™" — R com Xpmxn,
OF(X)  OF(X)
oFx) _ofx) | P O
oX O oFX)  9f(X)
OXm1 OXmn |
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Transformacdes

Transformacoes
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Transformacdes

Transformacoes

Seja X um vetor aleatério p-dimensional com densidade f(x).

@ Qual é a densidade de Y = 3X7?
3X1

@ Qual é adensidadede Y = | X; —4Xo |7
X3
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Transformacdes

Transformacoes

Seja X um vetor aleatério p-dimensional com densidade f(x).

@ Qual é a densidade de Y = 3X7?
3X1

@ Qual é adensidadede Y = | X; —4Xo |7
X3

Em geral, seja X = u(Y) com v : RP — RP uma fung3o bijectiva (um a
um). A densidade de Y é dada por

A (y) = [Iix(uly)),

o ., Ox
emqueJ:ny:g:’%: 8?/1 a%/P
Yl Tlayl T,

Oy1 Oyp
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Transformacdes

Transformacoes

Exemplos:

Se Y = 3X, qual a densidade de Y?
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Transformacdes
Transformacoes

Exemplos:
Se Y = 3X, qual a densidade de Y?
Solucdo: Sabemos que fy(y) = |J|fx(u(y)).

1
@ y=3x—>x= gy
——
u(y)
1/3 --- 0
)ax, B / _ _ _i
dy; 1/3 3P
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Transformacdes
Transformacoes

Exemplos:
Se Y = 3X, qual a densidade de Y?
Solucdo: Sabemos que fy(y) = |J|fx(u(y)).

1
e y=3x—>x= gy
=~
u(y)
1/3 -~ 0

)ax, B / _ _ _i

%, 3 ¥

1 1

Logo, A (y) = 55 &(3Y)
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Transformacdes

Transformacoes

Exemplos:
Se Y = AX + b, qual a densidade de Y?
Solucdo: Sabemos que fy(y) = |J|fx(u(y)).
oy=Ax+b—sx=Ay—b).
—_————
) . u(y)
OA~'y—A""'b _ _
- A e

o J dy
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Transformacdes
Transformacoes

Exemplos:
Se Y = AX + b, qual a densidade de Y?
Solucdo: Sabemos que fy(y) = |J|fx(u(y)).
oy=Ax+b—-sx=A1(y—b).
u(y)

o0 | ATE - g

Logo, fr(y) = [|AI | (A™ (y - b))
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Transformacdes
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